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LOIS DE RE´CIPROCITE´ SUPE´RIEURES ET POINTS
RATIONNELS
par
J.-L. Colliot-The´le`ne, R. Parimala & V. Suresh
Re´sume´. — Soit K = C((x, y)) ou K = C((x))(y). Soit G un K-groupe
alge´brique line´aire connexe. Il a e´te´ e´tabli que si G est K-rationnel, c’est-a`-dire
de corps des fonctions transcendant pur surK, si un espace principal homoge`ne
sous G a des points rationnels dans tous les comple´te´s de K par rapport aux
valuations de K, alors il a un point rationnel. Nous montrons ici qu’en ge´ne´ral
l’hypothe`se de K-rationalite´ ne peut eˆtre omise. Nous utilisons pour cela une
obstruction d’un nouveau type, fonde´e sur les lois de re´ciprocite´ supe´rieure
sur un sche´ma de dimension deux. Nous donnons aussi une famille d’espaces
principaux homoge`nes pour laquelle cette obstruction raffine´e a` l’existence
d’un point rationnel est la seule obstruction.
Abstract. — Let K = C((x, y)) or K = C((x))(y). Let G be a connected
linear algebraic group over K. Under the assumption that the K-variety G is
K-rational, i.e. that the function field is purely transcendental, it was proved
that a principal homogeneous space of G has a rational point over K as soon as
it has one over each completion of K with respect to a valuation. In this paper
we show that one cannot in general do without the K-rationality assumption.
To produce our examples, we introduce a new type of obstruction. It is based on
higher reciprocity laws on a 2-dimensional scheme. We also produce a family
of principal homogeneous spaces for which the refined obstruction controls
exactly the existence of rational points.
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1. Introduction
1.1. Le cadre. — Soient X un sche´ma re´gulier inte`gre de dimension 2,
R un anneau local inte`gre, hense´lien, excellent, de corps re´siduel k et p :
X → Spec R un morphisme projectif surjectif satisfaisant l’une des conditions
suivantes.
(a) L’anneau R est un anneau de valuation discre`te, les fibres de p sont
de dimension 1, la fibre ge´ne´rique est lisse et ge´ome´triquement inte`gre. On
appellera cela le cas ≪ semi-global ≫.
(b) L’anneau R est de dimension 2, et p est birationnel. On appellera cela
le cas ≪ local ≫.
On note O le point ferme´ de Spec R. Si p : X → Spec R n’est pas un
isomorphisme, la fibre spe´ciale X0 = p
−1(O) est une courbe projective, en
ge´ne´ral re´ductible, sur le corps k.
Soit K le corps des fonctions rationnelles de X . Soit Ω = ΩK la famille des
valuations discre`tes de rang 1 sur K. Pour v ∈ Ω, on note Kv le hense´lise´ de
K en v et Rv son anneau des entiers. Tant dans le cas ≪ semi-global ≫ que
dans le cas ≪ local ≫, on a la proprie´te´ suivante des groupes de Brauer :
L’application Br K →∏v∈Ω Br Kv est injective.
Cette proprie´te´, valable quel que soit le corps re´siduel k, semble connue de
plusieurs auteurs. Dans le cas ≪ semi-global ≫ et R complet, on peut renvoyer
a` [12, Thm. 4.3]. Pour R hense´lien, on peut l’e´tablir dans les deux cas par une
combinaison de [11, Thm. 1.8] et [11, Prop. 1.14], comme explique´ dans le cas
≪ local ≫ dans [20, §3].
Ceci donne donc un analogue du the´ore`me de Hasse, Brauer, Noether en
the´orie du corps de classes.
Les proble`mes suivants, analogues de proble`mes re´solus dans la situation ou`
K est un corps global et Ω l’ensemble de ses places ([32], [3]), ont fait l’objet
d’un certain nombre d’e´tudes, que nous mentionnons plus bas.
(1) Soit G un K-groupe line´aire lisse. L’application naturelle
H1(K,G)→
∏
v∈Ω
H1(Kv, G)
a-t-elle un noyau trivial ? En d’autres termes, tout espace principal homoge`ne
(torseur) sous G qui a des points dans tous les Kv pour v ∈ Ω a-t-il un K-
point ?
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(2) Soit µ un K-module galoisien fini. Soit i ≥ 1 un entier. L’application
H i(K,µ)→
∏
v∈Ω
H i(Kv , µ)
est-elle injective ?
(3) Soit Z une K-varie´te´ projective et lisse, ge´ome´triquement connexe, et
qui est un espace homoge`ne d’un K-groupe line´aire G. Si l’on a Z(Kv) non
vide pour tout v ∈ Ω, a-t-on Z(K) non vide ?
Sans hypothe`se sur le corps k, dans le cas ≪ semi-global ≫, on peut citer
des travaux de M. Artin (voir Grothendieck [15, III, §3]), des auteurs et M.
Ojanguren [11], de Harbater, Hartmann et Krashen [17, 18, 19] et des auteurs
[12]. Dans le cas ≪ local ≫, on peut citer [11] et Y. Hu [20].
Lorsque le corps k est se´parablement clos, le corps K est alors un corps
de dimension cohomologique 2, et les proble`mes ci-dessus sont tre`s proches
des proble`mes e´tudie´s sur les corps globaux. On consultera le rapport ge´ne´ral
[27]. Tant dans le cas ≪ semi-global ≫ que dans le cas ≪ local ≫ on sait montrer
dans de nombreux cas que l’on a H1(K,G) = 0 (cf. [9, Thm. 1.2, Thm. 1.4])
pour G semi-simple simplement connexe, ce qui rame`ne le proble`me (1) pour
G semi-simple au proble`me (2) pour i = 2. Dans le cas ≪ local ≫, on peut citer
des travaux de Artin, Ford, Saltman, des auteurs et M. Ojanguren [11], des
auteurs et P. Gille [9].
Lorsque le corps k est fini, dans le cas ≪ semi-global ≫, le proble`me (2) a
une longue histoire. On se restreignait classiquement aux valuations triviales
sur l’anneau R. Pour H2(K,µn), l’injectivite´ est une variante du the´ore`me
de dualite´ de Tate et Lichtenbaum sur les varie´te´s abe´liennes sur les corps p-
adiques. Pour H3(K,µ⊗2n ), l’injectivite´ est essentiellement un re´sultat de Kato
[24]. Lorsque l’on prend toutes les valuations discre`tes, on conjecture ([12]
dans le cas ≪ semi-global ≫) que pour G semi-simple simplement connexe, la
question (1) a une re´ponse affirmative. Ceci a e´te´ e´tabli dans de nombreux cas
([12], [22], [28]). La question (3) fait aussi l’objet d’une conjecture. Pour les
quadriques, des re´sultats sont obtenus dans [11], [22]. Un certain nombre de
ces re´sultats utilisent l’invariant de Rost pour se ramener a` l’e´nonce´ de Kato
sur H3(K,µ⊗2n ). Dans le cas ≪ local ≫, on peut citer [11], [21], [22].
En ce qui concerne la question (2), on a donne´ des exemples ([11, Rem.
3.1.2], [9, §3.3, Rem. 2] dans le cas ≪ local ≫, [12, §6] dans le cas ≪ semi-
global ≫) pour lesquels l’application
H1(K,Z/2)→
∏
v∈Ω
H1(Kv,Z/2)
n’est pas injective – a` la diffe´rence de la situation sur un corps de nombres.
Dans ces exemples, le graphe des composantes de la fibre spe´ciale ge´ome´trique
n’est pas un arbre : il contient un lacet. Pour plus de de´tails, voir [18]. L’e´nonce´
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sur le groupe de Brauer montre que la question (2) pour i = 2 et µ = µn,
avec n ≥ 1 entier inversible sur X , a une re´ponse affirmative. Dans le cas
≪ semi-global ≫, en e´gale caracte´ristique, Harbater, Hartmann et Krashen [19]
viennent d’e´tendre ce re´sultat a` tout H i(K,µ
⊗(i−1)
n ) pour i ≥ 2.
Les exemples mentionne´s a` l’instant montrent qu’il convient de restreindre
la question (1) au cas ou` G est connexe. Supposons que k est alge´briquement
clos de caracte´ristique ze´ro. Dans le cas ≪ local ≫, on a montre´ ([9, Thm. 5.2
(b) (ii)], [5, Thm. 7.9]) que la re´ponse a` (1) est affirmative si G est un K-
groupe line´aire connexe K-rationnel, i.e. de corps des fonctions transcendant
pur sur K. Supposons de plus R complet. Dans le cas ≪ semi-global ≫, Harba-
ter, Hartmann et Krashen [18, Thm. 8.10] ont e´tabli que si G est un K-groupe
line´aire connexe K-rationnel , alors la re´ponse a` la question (1) est affirmative.
Ce re´sultat est une conse´quence du the´ore`me ≪ local ≫ mentionne´ ci-dessus et
d’un the´ore`me local-global vis-a`-vis d’un autre ensemble de surcorps de K,
the´ore`me fondamental des meˆmes auteurs [17, Thm. 3.7], valable pour tout
groupe K-rationnel sans aucune hypothe`se sur le corps re´siduel k.
Pour G/K semi-simple simplement connexe, non ne´cessairement K-
rationnel, on a pu dans certains cas utiliser l’invariant de Rost pour donner
une re´ponse positive a` la question (1) : voir [12, §5], [22], [28], [19].
Tous ces re´sultats, analogues d’e´nonce´s bien connus pour les groupes
line´aires sur un corps de nombres [32], laissaient ouvertes la question (1)
pour les groupes line´aires connexes quelconques, et, de´ja` pour i = 2, la
question (2) sur les modules galoisiens finis.
1.2. Les re´sultats du pre´sent article. — Nous montrons que de´ja` dans
le cas ou` le corps re´siduel k est alge´briquement clos, tant dans le cas ≪ semi-
global ≫ que dans le cas ≪ local ≫, il existe des K-groupes G connexes pour
lequel le principe local-global pour les espaces principaux homoge`nes, par rap-
port aux places dans Ω, est en de´faut : la question (1) a en ge´ne´ral une re´ponse
ne´gative.
Dans le cas ≪ local ≫, ceci re´pond a` une question pose´e il y a dix ans ([9, §3.4,
Question]). Dans le cas ≪ semi-global ≫, ceci re´pond a` une question motive´e
par [17] et pose´e explicitement dans [12].
Dans le cas ≪ semi-global ≫, nous donnons aussi de tels exemples avec k
un corps fini, par exemple avec K le corps des fonctions d’une courbe sur un
corps p-adique.
Nous commenc¸ons par donner un tel exemple avec G un K-tore dont le
groupe de Brauer non ramifie´ est non trivial, ce qui implique en particulier
que la K-varie´te´ G n’est pas K-rationnelle.
Des techniques connues permettent alors de donner un exemple de module
galoisien fini µ tel que l’application H2(K,µ) → ∏v∈ΩH2(Kv , µ) n’est pas
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injective (re´ponse ne´gative a` la question (2)). La pre´sence d’un lacet dans la
fibre spe´ciale joue un roˆle-cle´ dans la construction des exemples. Dans le cas
≪ local ≫, ceci re´soud une autre question pose´e il y a dix ans ([9, ibidem]).
Mutatis mutandis, une me´thode de Serre (pourK corps global) permet alors
de construire un K-groupe G semi-simple connexe (non simplement connexe)
pour lequel la fle`che diagonale H1(K,G) → ∏v∈ΩH1(Kv, G) a un noyau non
trivial.
Lorsqu’on dispose d’exemples sur un corps K ′ extension finie d’un corps K,
la restriction des scalaires a` la Weil permet de fabriquer des exemples sur le
corps K. On peut en fin de compte donner des exemples, dans le cas ≪ local ≫,
sur K = C((X,Y )), corps des fractions du corps des se´ries formelles C[[X,Y ]]
sur le corps des complexes, et dans le cas ≪ semi-global ≫, surK = C((X))(Y ).
Pour obtenir nos exemples, nous utilisons de fac¸on concre`te un nouveau
type d’obstruction au principe de Hasse sur le corps des fonctions de sche´mas
re´guliers inte`gres de dimension quelconque, propose´e par Colliot-The´le`ne il y a
quelques anne´es sur le mode`le de l’obstruction de Brauer-Manin sur les corps
de fonctions d’une variable sur un corps fini.
Cette obstruction exploite les lois de re´ciprocite´ pour la cohomologie galoi-
sienne des modules finis constants, aux points ferme´s de tels sche´mas, comme
fournies par la the´orie de Bloch-Ogus [2], de´veloppe´e par Kato [24] puis par
Jannsen et Saito [23] en situation d’ine´gale caracte´ristique. La construction
ge´ne´rale et les proprie´te´s de telles obstructions sont donne´es au §2.
Le cas particulier de cette obstruction utilise´ pour nos exemples est le sui-
vant. Etant donne´s un sche´ma X re´gulier inte`gre de dimension 2 de corps
des fractions K, avec 2 inversible sur X, une K-varie´te´ Z projective, lisse,
ge´ome´triquement inte`gre et un e´le´ment du groupe de cohomologie non ra-
mifie´e H2nr(K(Z)/K,Z/2), la combinaison des lois de re´ciprocite´ sur X en les
diffe´rents points ferme´s M de X permet de de´finir une obstruction e´ventuelle
a` la proprie´te´ suivante : si Z admet des points dans tous les hense´lise´s Kγ
pour γ courbe inte`gre sur X , alors Z admet un K-point.
LesK-tores utilise´s dans nos exemples initiaux sont donne´s par une e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = 1
avec a, b ∈ K×. Tout espace homoge`ne principal E sous un tel K-tore est
donne´ par une e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c
avec c ∈ K×. On a montre´ dans [8] que pour Z uneK-compactification projec-
tive et lisse de la K-varie´te´ E, le quotient Br Z/Br K est d’ordre au plus 2, et
on a donne´ un ge´ne´rateur explicite A ∈ 2Br Z = H2nr(K(Z)/K,Z/2). Ceci est
rappele´ au §3. Au §4, nous discutons l’existence de points rationnels de E sur
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les hense´lise´s de K, et nous calculons les valeurs prises par A sur ces points,
ce qui nous permet de calculer l’obstruction de re´ciprocite´ supe´rieure associe´e
a` A en un point ferme´ du sche´ma X . Nous e´tudions aussi le comportement de
cette obstruction apre`s e´clatement d’un point de X .
Nous sommes alors en mesure de construire, au §5, les exemples annonce´s.
Au §6, sous l’hypothe`se que le corps k est se´parablement clos, nous montrons
que si une varie´te´ Z du type ci-dessus a des points dans tous les hense´lise´s
Kγ , et s’il existe un bon mode`le X sur lequel la classe A ∈ 2Br Z ne donne
pas d’obstruction de re´ciprocite´ supe´rieure, alors Z posse`de un K-point. Nous
ope´rons pour ce faire une descente d’un nouveau type au-dessus du corps des
fonctions de tels sche´mas.
On peut ainsi se demander si le re´sultat obtenu pour les espaces princi-
paux homoge`nes des K-tores du type ci-dessus s’e´tend aux espaces principaux
homoge`nes sous un K-tore quelconque.
A` la diffe´rence de notre pre´ce´dent travail [12], le pre´sent article n’utilise pas
les travaux de Harbater, Hartmann et Krashen, si ce n’est, au paragraphe 5.4,
pour traduire nos re´sultats dans leur cadre.
Une valuation discre`te sur un corps K est ici une valuation discre`te de
rang 1, et le groupe de la valuation est Z.
Si une telle valuation discre`te est hense´lienne, et que l’on note Kˆ le comple´te´
de K, pour toute K-varie´te´ lisse Z, les conditions Z(K) 6= ∅ et Z(Kˆ) 6= ∅ sont
e´quivalentes.
Dans tout cet article, sauf mention du contraire, la cohomologie employe´e est
la cohomologie e´tale des sche´mas, qui se spe´cialise a` la cohomologie galoisienne
sur les corps.
Pour n > 0 un entier et A un groupe abe´lien, on note nA le sous-groupe
forme´ des e´le´ments de A annule´s par n.
2. Complexe de Bloch-Ogus et obstructions de re´ciprocite´
2.1. Complexe de Bloch-Ogus–Kato. — Nous commenc¸ons par
quelques rappels sur la the´orie de Bloch-Ogus [2], en nous limitant au
cadre qui nous inte´resse ici. La the´orie est bien documente´e pour les varie´te´s
lisses sur un corps, il est plus de´licat de trouver des re´fe´rences pour un sche´ma
re´gulier quelconque. Il y a a` cela deux raisons : on a besoin de the´ore`mes
de purete´ pour la cohomologie e´tale, et pour aller plus loin on a besoin de
connaˆıtre la conjecture de Gersten. La purete´ a e´te´ e´tablie par Gabber [30,
Thm. 3.1.1]. Mais la conjecture de Gersten n’est toujours pas connue dans le
cadre re´gulier quelconque.
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Soit X un sche´ma excellent inte`gre de dimension d, tel que pour tout ferme´
irre´ductible F ⊂ X , on a la proprie´te´ dim(F ) = d− codimX (F ).
On note K le corps de fonctions de X . On note X (i) l’ensemble des points
de codimension i de X , et on note κ(x) le corps re´siduel en un point x ∈ X .
Soit n > 0 un entier inversible sur X . Pour i > 0, on note µ⊗in le produit
tensoriel i-fois du faisceau e´tale µn (racines n-ie`mes de 1) avec lui-meˆme, on
note µ0n = Z/n et, pour i < 0, on de´finit µ
⊗i
n = Hom(µ
⊗(−i)
n ,Z/n).
Pour tout r ∈ N et tout i ∈ Z, on a le complexe de Bloch-Ogus arithme´tique
Cr,i :
0→ Hr(K,µ⊗in )→
⊕
γ∈X (1)
Hr−1(κ(γ), µ⊗(i−1)n )→
⊕
M∈X (2)
Hr−2(κ(M), µ⊗(i−2)n )→ · · ·
ou` les degre´s croissent vers la droite, le groupe Hr(K,µ⊗in ) e´tant place´ en
degre´ 0. Ces complexes sont construits par Kato [24, §1, Prop. 1.7] (avec une
autre graduation) et e´tudie´s de fac¸on syste´matique par Jannsen et Saito [23].
Les applications re´sidus
∂γ : H
r(K,µ⊗in )→ Hr−1(κ(γ), µ⊗(i−1)n )
pour γ ∈ X (1) et
∂γ,M : H
r−1(κ(γ), µ⊗(i−1)n )→ Hr−2(κ(M), µ⊗(i−2)n )
pour γ ∈ X (1) et M ∈ X (2) sont obtenues par normalisation et sommation a`
partir des re´sidus classiques sur un anneau de valuation discre`te.
Lorsque X est un sche´ma re´gulier, hypothe`se que nous faisons de´sormais,
sous certaines hypothe`ses, on peut donner des informations sur les groupes
d’homologie du complexe ci-dessus : voir [24] et [31].
Supposons de plus X de dimension 2. Conside´rons le complexe C2,2 :
0→ H2(K,µ⊗2n )→
⊕
γ∈X (1)
κ(γ)×/κ(γ)×n →
⊕
M∈X (2)
Z/n→ 0,
ou` les trois termes du milieu sont, de gauche a` droite, place´s en degre´ 0, 1, 2.
On a H2(C2,2) = CH0(X )/n, ou` CH0(Y ) de´signe le groupe de Chow des
cycles de dimension ze´ro sur un sche´ma Y .
Sous l’hypothe`se que l’on a Z/n
≃→ µn sur X , le groupe H0(C2,2), par un
re´sultat de purete´ de Auslander–Goldman et Grothendieck [15, II, Prop. 2.3],
est isomorphe au sous-groupe de n-torsion du groupe de Brauer de X .
Proposition 2.1. — Soient X un sche´ma re´gulier inte`gre de dimension 2,
R un anneau local inte`gre, hense´lien, excellent, de corps re´siduel k, et p :
X → Spec R un morphisme projectif. Supposons que l’on est dans l’un des cas
suivants.
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(a) L’anneau R est un anneau de valuation discre`te, les fibres de X →
Spec R sont de dimension 1, la fibre ge´ne´rique est lisse et ge´ome´triquement
inte`gre.
(b) L’anneau R est de dimension 2, et p est birationnel.
Soit K le corps des fonctions rationnelles de X . Soit n > 0 un entier inver-
sible dans k. Supposons donne´ un isomorphisme Z/n
≃→ µn sur X .
(i) On a un complexe naturel
0→ nBr K →
⊕
γ∈X (1)
κ(γ)×/κ(γ)×n →
⊕
M∈X (2)
Z/n→ 0
covariant en X par morphisme propre de R-sche´mas.
(ii) Le complexe est exact en son troisie`me terme.
Si k est un corps se´parablement clos ou un corps fini, le complexe est exact
en son premier terme.
Si k est se´parablement clos et la conjecture de Gersten vaut pour X et le
faisceau µn, alors ce complexe est une suite exacte.
Si k est un corps fini et si la conjecture de Gersten vaut pour X et le faisceau
µn, alors ce complexe est exact sauf au terme me´dian, ou` l’homologie est un
sous-groupe de Z/n.
De´monstration. — Pour le point (i), en particulier pour la fonctorialite´ cova-
riante par morphisme propre, nous renvoyons le lecteur a` [23]. Voir aussi la
remarque 2.4 ci-dessous.
Comme R est hense´lien, on a CH0(X ) = 0. Ceci assure la nullite´ de l’ho-
mologie du complexe en le terme
⊕
M∈X (2) Z/n.
On a Br X = 0 si k est se´parablement clos (voir [11, Cor. 1.10]) ou si k
est fini (voir [11, Cor. 1.11]). Ceci assure alors la nullite´ de l’homologie du
complexe en le terme nBr K.
PourX0/k une courbe sur un corps se´parablement clos, on aH
3
e´t(X0, µ
⊗2
n ) =
0 et, si X0 est propre et connexe, H
2
e´t(X0, µ
⊗2
n ) = µn.
Pour X0/k une courbe propre ge´ome´triquement connexe sur un corps fini k
de cloˆture alge´brique ks, on a
H3e´t(X0, µ
⊗2
n )
≃→ H1(k,H2(X0 ×k ks, µ⊗2n )) = H1(k, µn) = k×/k×n ≃ Z/n,
le dernier isomorphisme provenant de l’hypothe`se Z/n
≃→ µn.
Le the´ore`me de changement de base propre donne des isomorphismes
Hre´t(X , µ⊗in ) ≃ Hre´t(X0, µ⊗in ). On a doncH3e´t(X , µ⊗2n ) = 0 si k est se´parablement
clos et H3e´t(X , µ⊗2n ) ≃ Z/n si k est fini.
Sous la conjecture de Gersten pour la cohomologie e´tale a` coefficients µn
sur le sche´ma X , on a une suite exacte
(2.1) 0→ H1(C2,2)→ H3(X , µ⊗2n )→ H0(C3,2)→ H2(C2,2)
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(on note ici Hr(Cj,i) le r-ie`me groupe d’homologie du complexe de groupes
abe´liens Cj,i). On a en particulier une inclusion H
1(C2,2) →֒ H3(X , µ⊗2n ), ce
qui ache`ve la de´monstration. 
Remarque 2.2. — Si k est un corps fini, il est vraisemblable que le groupe
H0(C3,2) = Ker[H
3(K,µ⊗2n )→
⊕
x∈X (1)
H2(κ(x), µn)]
est nul. Dans le cas (b), voir [11, Prop. 3.8] et [21, Prop. 4.1]. Dans le cas (a),
et pour R complet, c’est un re´sultat de Kato [24, Thm. 5.2], voir aussi [19,
Thm. 3.3.6]. Pour k fini, le groupe de cohomologie me´dian dans la proposition
est alors e´gal a` Z/n.
Remarque 2.3. — Bloch et Ogus [2] ont e´tabli la conjecture de Gersten
pour la cohomologie e´tale pour les varie´te´s lisses sur un corps. Le re´sultat a
e´te´ e´tendu par I. A. Panin [26] en 2003 aux sche´mas re´guliers contenant un
corps, en utilisant un the´ore`me de Popescu.
Pour R une k-alge`bre de corps re´siduel k se´parablement clos, et n entier
non nul dans k et X comme ci-dessus, on a donc une suite exacte :
0→ nBr K →
⊕
γ∈X (1)
κ(γ)×/κ(γ)×n →
⊕
M∈X (2)
Z/n→ 0.
Cette suite exacte joue un roˆle-cle´ au §6 ci-dessous.
Elle est analogue a` la suite fondamentale de la the´orie du corps de classes
sur un corps global K (corps de nombres ou corps de fonctions d’une variable
sur un corps fini)
0→ Br K → ⊕v∈ΩKBr Kv → Q/Z→ 0.
Remarque 2.4. — Plac¸ons-nous dans le cas ≪ semi-global ≫. Supposons
donne´ un isomorphisme Z/n
≃→ µn sur R. Soit F le corps des fractions de
l’anneau de valuation discre`te R. La fonctorialite´ covariante par morphisme
propre du complexe de Bloch-Ogus pour le morphisme X → Spec R donne
un diagramme commutatif de complexes
nBr K

//
⊕
γ∈X 1 κ(γ)
×/κ(γ)×n

//
⊕
x∈X (2) Z/n

0 // F×/F×n // Z/n
qu’il est d’ailleurs facile d’e´tablir directement. Les fle`ches verticales me´dianes
sont nulles sur les composantes de X0, et sont induites par la norme sur les
corps de fonctions des autres courbes. Les fle`ches verticales de droite sont
induites par le degre´ relatif au corps re´siduel k. La commutativite´ de ce dia-
gramme est facile a` e´tablir. Le seul point non trivial est la commutativite´ du
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carre´ de droite, qui refle`te la loi de re´ciprocite´ de Weil sur la fibre ge´ne´rique
de X/R.
Le noyau de la surjection F×/F×n → Z/n est R×/R×n ≃→ k×/k×n. Pour k
se´parablement clos, ce noyau est donc trivial ; pour k fini, il est isomorphe a`
Z/n.
Il est vraisemblable que l’application depuis l’homologie me´diane du com-
plexe supe´rieur dans k×/k×n s’identifie a` la fle`che compose´e
H1(C2,2)→ H3e´t(X , µ⊗2n ) ≃→ H3e´t(X0, µ⊗2n )→ H1(k,H2(X0 ×k ks, µ⊗2n )),
ou` la premie`re fle`che est comme dans (2.1), la seconde est obtenue par le
the´ore`me de changement de base propre, et la troisie`me vient de la suite spec-
trale de Leray pour la k-courbe X0.
2.2. Obstruction de re´ciprocite´ au-dessus d’une courbe. — Pour
mettre les obstructions du paragraphe suivant en perspective, nous rappe-
lons dans cette sous-section une obstruction introduite dans un cas particulier
dans [7] par analogie avec l’obstruction de´finie par Manin [25] sur un corps
de nombres. Avec les notations ci-dessous, le cas particulier ou` r = 2, i = 1
et F = F est un corps fini correspond a` l’obstruction de Brauer-Manin sur le
corps global F(X), du moins pour la torsion premie`re a` la caracte´ristique. En
degre´ cohomologique supe´rieur, sur un corps de fonctions d’une variable sur
F le corps des re´els, resp. sur F un corps p-adique, cette obstruction a e´te´
utilise´e par Ducros [13], resp. par Harari et Szamuely [16]. Ils ont montre´ que
pour certaines classes de varie´te´s, les obstructions ainsi de´finies a` l’existence
de points rationnels sont les seules.
Soit F un corps. Soit X une F -courbe ge´ome´triquement inte`gre, projective
et lisse. Soit K = F (X). Soit n un entier premier a` la caracte´ristique. Pour
x ∈ X(1) on note Kx le corps des fractions du hense´lise´ OhX,x de l’anneau local
OX,x et F (x) le corps re´siduel.
Soit i ∈ Z. Nous prenons ici µ⊗in comme coefficients. On pourrait prendre
tout module galoisien fini sur F d’ordre premier a` la caracte´ristique de F .
On a la longue suite exacte de localisation en cohomologie e´tale :
Hr(X,µ⊗in )→ Hr(F (X), µ⊗in )→ ⊕x∈X(1)Hr−1(F (x), µ⊗(i−1)n )→ Hr+1(X,µ⊗in )→
pour laquelle nous renvoyons au rapport [6, §3].
L’application ∂x : H
r(F (X), µ⊗in )→ Hr−1(F (x), µ⊗(i−1)n ) est le re´sidu en x
(voir [14, §6.8]).
On dispose des applications de corestriction
CoresF (x)/F : H
r−1(F (x), µ⊗(i−1)n )→ Hr−1(F, µ⊗(i−1)n )
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On a la loi de re´ciprocite´ de Weil ge´ne´ralise´e : la suite suivante est un complexe
Hr(F (X), µ⊗in )→ ⊕x∈X(1)Hr−1(F (x), µ⊗(i−1)n )→ Hr−1(F, µ⊗(i−1)n ).
Voir a` ce sujet [33, Annexe, §3], [14, §6.9].
Soit Z une K-varie´te´ inte`gre projective et lisse. Nous renvoyons a` [6, §4]
pour la de´finition et les proprie´te´s de base de la cohomologie non ramifie´e.
D’apre`s la conjecture de Gersten pour la cohomologie e´tale, e´tablie par
Bloch et Ogus [2], en tout point P de la K-varie´te´ lisse Z une classe dans
Hrnr(K(Z)/K, µ
⊗i
n ) est l’image d’un (unique) e´le´ment de H
r(OZ,P , µ
⊗i
n ). Pour
tout corps L contenant K, ceci de´finit un accouplement
Hrnr(K(Z)/K, µ
⊗i
n )× Z(L)→ Hr(L, µ⊗in )
(α,P ) 7→ α(P ).
Dans la situation ci-dessus, pour chaque x ∈ X(1), en utilisant le re´sidu en x,
on obtient un accouplement
Hrnr(K(Z)/K, µ
⊗i
n )× Z(Kx)→ Hr−1(F (x), µ⊗(i−1)n )
(α,Px) 7→ ∂x(α(Px)).
Proposition 2.5. — (i) L’accouplement
Hrnr(K(Z)/K, µ
⊗i
n )×
∏
x∈X(1)
Z(Kx)→ Hr−1(F, µ⊗(i−1)n )
(α, {Px}) 7→
∑
x∈X(1)
CoresF (x)/F (∂x(α(Px)))
est bien de´fini.
(ii) L’accouplement est nul lorsque {Px} est dans l’image diagonale de Z(K)
dans
∏
x∈X(1) Z(Kx).
De´monstration. — Pour e´tablir (i), il suffit de montrer que pour presque tout
x ∈ X(1), l’application
Z(Kx)→ Hr−1(F (x), µ⊗(i−1)n )
P 7→ ∂x(α(P ))
de´finie par α est nulle. Il existe un ouvert non vide U ⊂ X et Z → U un
mode`le projectif et lisse de Z → Spec K. Une classe dans Hr(F (Z), µ⊗in ) n’a
qu’un nombre fini de re´sidus non nuls sur la F -varie´te´ lisse Z. Comme par
hypothe`se α a tous ses re´sidus nuls sur Z, quitte a` restreindre U on peut
supposer que α a tous ses re´sidus nuls sur Z. Soit alors x ∈ U et P ∈ Z(Kx).
On a Z(Kx) = Z(OhX,x). Le point P de´finit donc un morphisme de Spec OhX,x
dans Z. Soit N ∈ Z l’image du point ferme´ de OhX,x. D’apre`s Bloch-Ogus (la
conjecture de Gersten) applique´ a` la k-varie´te´ lisse Z, la classe α est image d’un
e´le´ment bien de´fini de l’anneau local Hr(OZ,N , µ⊗in ). On voit alors que α(P )
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appartient a` Hr(OhX,x, µ
⊗i
n ), et a donc un re´sidu nul dans H
r−1(F (x), µ⊗(i−1)n ).
Ceci montre que l’accouplement
Hrnr(K(Z)/K, µ
⊗i
n )×
∏
x∈X(1)
Z(Kx)→ Hr−1(F, µ⊗(i−1)n )
(α, {Px}) 7→
∑
x∈X(1)
CoresF (x)/F (∂x(α(Px)))
est bien de´fini. Ceci e´tablit le point (i). Le point (ii) est une conse´quence de
la loi de re´ciprocite´ de Weil sur la courbe X. 
Exemples 2.6. — On ne saurait espe´rer, meˆme pour les varie´te´s les plus
simples, que cette obstruction cohomologique suffise a` de´cider de l’existence
d’un point. L’exemple suivant est une variante simple de celui donne´ dans [12,
Rem. 7.9]. Soit X/C((t)) la courbe elliptique donne´e par l’e´quation affine
ρ2 = σ(σ + 1)(σ − t).
Soit K son corps des fonctions. Soit Z/K la conique d’e´quation projective
U2 − σV 2 − tW 2 = 0.
Au voisinage de tout point ferme´ x ∈ X, on peut e´crire σ ∈ K comme le
produit d’une unite´ en x et d’un carre´. Comme le corps re´siduel de tout tel
point est un corps C1, ceci implique Z(Kx) 6= ∅ pour tout tel point x. Comme
Z est une conique, les applications H i(K,Z/n) → H inr(K(Z)/K,Z/n) sont
toutes surjectives. Il n’y a donc pas d’obstruction de re´ciprocite´ donne´e par la
proposition 2.5.
La courbe elliptique X admet une re´duction modulo t = 0 d’e´quation affine
ρ2 = σ2(σ + 1) sur C, qui est birationnelle a` τ2 = σ + 1 et donc a` Spec C[τ ]
via ρ = τ.σ. La conique Z n’a pas de point dans le hense´lise´ Kt de K le
long de t = 0, car le re´sidu de l’alge`bre de quaternions (σ, t) est donne´ par
σ = τ2 − 1 ∈ C(τ)×/C(τ)×2.
Ceci implique Z(K) = ∅. Comme Z est une K-compactification lisse d’un
espace principal homoge`ne sous un K-tore, ceci donne aussi un exemple du
meˆme type pour de telles varie´te´s. Cela donne aussi un exemple ou` l’application
Br K →∏x∈X(1) Br Kx n’est pas injective.
2.3. Au-dessus d’une base de dimension quelconque : de nouvelles
obstructions de re´ciprocite´. — Les obstructions suivantes a` l’existence de
points rationnels ont e´te´ propose´es il y a quelques anne´es par Colliot-The´le`ne.
Faute d’application, elles n’avaient pas e´te´ publie´es. Le pre´sent article les met
pour la premie`re fois en œuvre au-dessus d’une base de dimension plus grande
que 1.
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Proposition 2.7. — Soit X un sche´ma re´gulier excellent inte`gre de dimen-
sion d, tel que pour tout ferme´ irre´ductible F ⊂ X , on a la proprie´te´ dim(F) =
d − codimX (F). Soit K le corps de fonctions de X . Soit n ∈ N un entier in-
versible sur X et soient r ∈ N et i ∈ Z. Soit Z une K-varie´te´ projective, lisse,
ge´ome´triquement inte`gre.
(i) Pour tout point γ de codimension 1 de X , on dispose d’une e´valuation
Hrnr(K(Z)/K, µ
⊗i
n )× Z(Kγ)→ Hr(Kγ , µ⊗in )
(α,P )→ α(P )
qui par application du re´sidu ∂γ induit un accouplement
Hrnr(K(Z)/K, µ
⊗i
n )× Z(Kγ)→ Hr−1(κ(γ), µ⊗(i−1)n ).
(ii) Supposons que X est un sche´ma au-dessus d’un corps. Pour tout α ∈
Hrnr(K(Z)/K, µ
⊗i
n ), il existe un ouvert U de´pendant de α tel que pour tout
γ ∈ X (1) appartenant a` U l’application
Z(Kγ)→ Hr−1(κ(γ), µ⊗(i−1)n )
de´finie par α a son image nulle.
(iii) Supposons que X est un sche´ma au-dessus d’un corps. On dispose d’un
accouplement bien de´fini
Hrnr(K(Z)/K, µ
⊗i
n )×
∏
γ∈X (1)
Z(Kγ)→
⊕
M∈X (2)
Hr−2(κ(M), µ⊗(i−2)n )
(α, {Pγ}) 7→
∑
γ
∂γ,M (∂γ(α(Pγ)))
et l’accouplement est nul lorsque {Pγ} est dans l’image diagonale de Z(K)
dans
∏
γ∈X (1) Z(Kγ).
(iv) Si r = 1, ou si r = 2 et i = 1, les e´nonce´s valent sans supposer que X
est un sche´ma au-dessus d’un corps.
De´monstration. — L’e´nonce´ (i) re´sulte de la the´orie de Bloch-Ogus pour la
varie´te´ lisse Z sur le corps K.
Il existe un ouvert non vide U ⊂ X et un mode`le projectif et lisse Z → U
de Z/K. Pour α ∈ Hrnr(K(Z)/K, µ⊗in ) donne´, apre`s restriction de U on peut
assurer que α a tous ses re´sidus trivaux sur Z . Soit Pγ ∈ Z(Kγ). Comme on a
Z(Kγ) = Z(OhZ,γ), le point Pγ s’e´tend en un morphisme Spec OhZ,γ → Z. Soit
N l’image du point ferme´ de Spec OhZ,γ . Par la the´orie de Bloch-Ogus sur le
sche´ma re´gulier Z (on utilise ici [26]), la classe α provient d’une classe dans
Hr(OZ,N , µ⊗in ). On a donc α(Pγ) ∈ Hr(OhZ,γ , µ⊗in ) et donc ∂γ(α(Pγ)) = 0. Ceci
e´tablit (ii) et donc le fait que l’accouplement en (iii) est bien de´fini.
Par la conjecture de Gersten [2] pour la K-varie´te´ Z, pour tout
α ∈ Hrnr(K(Z)/K, µ⊗in ) et tout P ∈ Z(K), la classe α est repre´sente´e par un
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unique e´le´ment de Hr(OZ,P , µ
⊗i
n ), qui de´finit une classe α(P ) ∈ Hr(K,µ⊗in ),
dont l’image dans Hr(Kγ , µ
⊗i
n ) co¨ıncide avec sa valeur calcule´e sur Kγ . La fin
de l’e´nonce´ (iii) re´sulte alors du fait que les applications ∂γ et ∂γ,M de´finissent
un complexe
Hr(K,µ⊗in )→
⊕
γ∈X (1)
Hr−1(κ(γ), µ⊗(i−1)n )→
⊕
M∈X (2)
Hr−2(κ(M), µ⊗(i−2)n )
comme rappele´ au de´but du paragraphe 2.1.
L’e´nonce´ (iv) re´sulte du fait que dans ces deux cas, pour tout sche´ma re´gulier
Z de corps de fonctions F , si une classe dans Hr(F, µ⊗in ) a tous ses re´sidus
triviaux sur Z, alors elle provient de Hre´t(Z, µ⊗in ). Le cas r = 1 est classique,
le cas r = 2 est une conse´quence du the´ore`me de purete´ absolue de Gabber
[30, Thm. 3.1.1]. 
Remarque 2.8. — Sous les hypothe`ses de la proposition 2.7, on voit donc
qu’une condition ne´cessaire d’existence d’un K-point sur Z est l’existence
d’une famille {Pγ} ∈
∏
γ∈X (1) Z(Kγ) telle que, pour tout i, tout r, tout n,
tout α ∈ Hrnr(K(Z)/K, µ⊗in ), et tout M ∈ X (2), on ait
∑
γ
∂γ,M (∂γ(α(Pγ))) = 0 ∈ Hr−2(κ(M), µ⊗(i−2)n ),
ou` la somme porte sur les γ ∈ X (1) dont l’adhe´rence contient M .
Remarque 2.9. — Soit Y → X un morphisme propre birationnel de
sche´mas excellents re´guliers inte`gres satisfaisant l’hypothe`se sur les dimen-
sions faite au de´but de la proposition 2.7. Soit K le corps de fonctions de
X . Soit Z une K-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Soit
α ∈ Hrnr(K(Z)/K, µ⊗in ). Sous les hypothe`ses de la proposition 2.7, s’il existe
une famille {Pγ}γ∈Y(1) telle que pour tout M ∈ Y(2) on ait
∑
γ
∂γ,M (∂γ(α(Pγ))) = 0,
alors la famille {Qζ}ζ∈X (1) de´finie par Qζ = Pγ , ou` γ ∈ Y de´signe l’unique
point de codimension 1 de Y au-dessus de ζ satisfait, pour tout N ∈ X (2)
∑
ζ
∂ζ,N (∂ζ(α(Qζ))) = 0 ∈ Hr−2(κ(N), µ⊗(i−2)n ).
Ceci re´sulte de la la fonctorialite´ covariante par morphisme propre du complexe
de Bloch-Ogus [23, §2].
On peut se demander s’il existe un e´nonce´ permettant de remonter de pro-
prie´te´s sur X a` des proprie´te´s sur Y. On en verra un exemple tre`s particulier
a` la section 4.4.
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Proposition 2.10. — Soient k un corps se´parablement clos, R une k-alge`bre
locale inte`gre, hense´lienne, excellente, de corps re´siduel k, de corps des frac-
tions F , puis X un sche´ma re´gulier inte`gre de dimension 2 e´quipe´ d’un mor-
phisme projectif p : X → Spec R. Supposons que l’on est dans l’un des cas
suivants.
(a) L’anneau R est un anneau de valuation discre`te, les fibres de p sont de
dimension 1, la fibre ge´ne´rique est lisse et ge´ome´triquement inte`gre.
(b) L’anneau R est de dimension 2, et p est birationnel.
Soit K le corps des fonctions rationnelles de X . Soit n > 0 un entier inver-
sible dans k. Soit Z une K-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre,
et soit A ∈ nBr Z. Fixons un isomorphisme Z/n ≃→ µn.
Supposons qu’il existe une famille {Pγ}γ∈X (1) , telle que la famille
{∂γ(A(Pγ))}γ∈X (1) soit dans le noyau de la fle`che ⊕γ∈X (1)k(γ)×/k(γ)×n →
⊕M∈X (2)Z/n. Alors :
(i) Il existe α ∈ Br K tel que pour tout γ on ait A(Pγ) = α ∈ Br Kγ , et cet
e´le´ment α est uniquement de´termine´.
(ii) Dans le cas (a), soit X = X ×R F . Alors {∂γ(A(Pγ))}γ∈X(1) est dans
le noyau de la fle`che
∑
γ∈X(1)
CoresF (γ)/k :
⊕
γ∈X(1)
H1(F (γ), µn)→ H1(F, µn).
De´monstration. — L’e´nonce´ (i) re´sulte de la proposition 2.1 et de la remarque
2.3 et du fait que, comme k est se´parablement clos, la fle`che de re´sidu
nBr Kγ → k(γ)×/k(γ)×n
est un isomorphisme. L’e´nonce´ (ii) re´sulte de la remarque 2.4 et du fait que la
fle`che
F×/F×n → Z/n
induite par la valuation est un isomorphisme. 
Remarque 2.11. — Pour k un corps fini plutoˆt que se´parablement clos,
l’e´nonce´ ci-dessus ne vaut pas. On a une obstruction possible : la famille
{∂γ(A(Pγ))}γ∈X (1) pourrait eˆtre un e´le´ment non nul dans l’homologie du com-
plexe de Bloch-Ogus, qui est alors un sous-groupe de Z/n (Prop. 2.1).
Pour κ un corps fini il serait inte´ressant d’utiliser les obstructions a` l’exis-
tence d’un K-point sur Z de´finies par le groupe H3nr(K(Z)/K, µ
⊗2
n ). Voir a` ce
sujet [16].
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3. L’e´quation (X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c
3.1. Rappels. — Soit K un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2, soient
a, b, c ∈ K×. Dans [8], on a e´tudie´ le K-tore Q de´fini par l’e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = 1.
Pour c ∈ K×, on note E = Ec l’espace principal homoge`ne sous Q de´fini par
l’e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c,
avec c ∈ K×. Tout espace principal homoge`ne sous Q s’e´crit ainsi pour un c
convenable.
Soit L laK-alge`bre e´tale K[u, v]/(u2−a, v2−b). Pour ρ ∈ K×, soit Kρ la K-
alge`bre e´tale K[x]/(x2−ρ). On de´finit des inclusions naturelles et compatibles
Ka ⊂ L, Kb ⊂ L, Kab ⊂ L. Soit d ∈ K×. Soit E′d la K-varie´te´ d’e´quation
NormL/K(Ξ) = d.
La K-varie´te´ E′d est un espace principal homoge`ne sour le K-tore T d’e´quation
NormL/K(Ξ) = 1,
et tout espace principal homoge`ne sous T est de la forme E′d pour d convenable.
Rappelons qu’un espace principal homoge`ne E d’un K-tore M a un point
rationnel sur K si et seulement si la classe [E] ∈ H1(K,M) est nulle.
D’apre`s [8, Prop. 3.1], on a une suite exacte de K-tores
1→ G2m,K → Q→ T → 1,
ou` l’application Q → T est induite par l’application K×a × K×b × K×ab →
L× envoyant un triplet (αa, αb, αab) sur le produit αa.αb.αab. L’application
H1(K,Q)→ H1(K,T ) envoie la classe de E = Ec sur la classe de E′c2 .
Le the´ore`me 90 de Hilbert donne H1(K,Gm) = 0. La suite exacte ci-dessus
induit donc une injection fonctorielle en le corps de base
H1(K,Q) →֒ H1(K,T ).
Lemme 3.1. — Soient K un corps et M un K-tore. Il existe un K-groupe
de type multiplicatif fini µ et une inclusion fonctorielle en le corps de base
H1(K,M) →֒ H2(K,µ).
De´monstration. — Soit L/K une extension finie galoisienne, de groupe de
Galois G, de´ployant le K-tore M . Soit n = [L : K] son degre´. Soit µ = nM
le noyau de la multiplication par n. La multiplication par n sur M induit une
suite exacte de K-groupes de type multiplicatif
1→ µ→M →M → 1.
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Le the´ore`me 90 de Hilbert et un argument de corestriction-restriction montre
que le groupe H1(K,M) est annule´ par n. La suite exacte de cohomologie
donne donc naissance a` un plongement H1(K,M) →֒ H2(K,µ), qui est fonc-
toriel en le corps de base. 
Appliquant le lemme au cas M = T , on obtient une inclusion H1(K,T ) →֒
H2(K,µ) fonctorielle en K, et donc aussi une inclusion H1(K,Q) →֒ H2(K,µ)
fonctorielle en K.
Soit Z une K-compactification lisse de E = Ec. On sait [10] que sur tout
corps il existe une telle compactification, qu’on peut meˆme choisir e´quivariante
pour l’action deQ sur lui-meˆme. On sait [4, Lemma 2.1 (iv)] que l’on a Z(K) 6=
∅ si et seulement si E(K) 6= ∅.
On a montre´ dans [8] que le groupe de Brauer de Z modulo le groupe de
Brauer de K est engendre´ par la classe de l’alge`bre de quaternions
A = (X21 − aY 21 , b) ∈ Br K(E).
Dans le pre´sent article, il nous suffira d’utiliser le fait e´vident que la classe A
appartient a` Br E.
En utilisant la biline´arite´ du symbole (α, β), la relation (u2 − av2, a) = 0
pour tout u, v, a avec a(u2 − av2) 6= 0, et l’e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c,
on voit que la classe A = (X21 − aY 21 , b) ∈ Br K(E) peut s’e´crire de multiples
fac¸ons :
(3.1) A = (X21 − aY 21 , b) = (X21 − aY 21 , ab),
(3.2) A = (X22−bY 22 , a)+(c, ab) = (X22−bY 22 , ab)+(c, ab) = (c(X22−bY 22 ), ab),
(3.3) A = (X23−abY 23 , a)+(c, b) = (X23−abY 23 , b)+(c, b) = (c(X23−abY 23 ), b).
3.2. Un exemple. — Soient R un anneau de valuation discre`te hense´lien, F
son corps des fractions, k son corps re´siduel, suppose´ parfait de caracte´ristique
diffe´rente de 2, π une uniformisante de R. On note v la valuation de F .
Soient X = P1R et X = P1F . Soit K le corps des fonctions rationnelles sur X .
Notons Spec R[x] = A1R ⊂ P1R. Notons η le point ge´ne´rique de la fibre spe´ciale
P1k ⊂ P1R.
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Soit c ∈ F×. La re´union des supports des diviseurs de x, x + 1, c et de
la fibre spe´ciale est un diviseur a` croisements normaux sur X = P1R, et ce
diviseur est un arbre, union de x = 0, x+ 1 = 0, x =∞ et π = 0.
Soit Ec la k-varie´te´ de´finie par l’e´quation
(X21 − xY 21 )(X22 − (x+ 1)Y 22 )(X23 − x(x+ 1)Y 23 ) = c.
Proposition 3.2. — Avec les hypothe`ses et notations ci-dessus, supposons
que k est le corps C des complexes, ou que k est un corps fini F dans lequel
−1 est un carre´.
(a) Pour tout point γ ∈ X(1), on a Ec(Kγ) 6= ∅.
Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(b1) Ec(K) = ∅.
(b2) Ec(Kη) = ∅.
(b3) c /∈ F×2.
(b4) La proposition 2.5 applique´e a` A = (X21−xY 21 , x+1) ∈ H2nr(K(Ec),Z/2)
et a` la F -courbe X donne une obstruction de re´ciprocite´ a` l’existence d’un
point dans Ec(K).
De´monstration. — Pour tout corps ℓ extension finie de k, le quotient ℓ×/ℓ×2
a au plus deux e´le´ments et −1 est un carre´ dans ℓ. Un calcul simple montre
qu’en tout point ferme´ γ de la droite projective P1F , l’un de x, x+ 1, x(x+ 1)
est un carre´ dans le hense´lise´ Kx. Pour tout c ∈ F× et tout point ferme´ γ de
la droite projective P1F , on a alors clairement Ec(Kγ) 6= ∅.
Au point ge´ne´rique η de la fibre spe´ciale P1k ⊂ P1R, chacun de x, x + 1,
x(x+ 1) est une unite´, mais aucun n’est un carre´ dans le corps re´siduel en η.
Ceci implique que pour Xi, Yi ∈ Kη tels que le produit
(X21 − xY 21 )(X22 − (x+ 1)Y 22 )(X23 − x(x+ 1)Y 23 )
soit non nul, la valuation en η de ce produit est paire (voir le lemme 4.1 (ii)).
Si v(c) est impaire, on voit que Ec(Kη) = ∅. Ainsi Ec(K) = ∅.
Supposons v(c) paire. On peut supposer que c est une unite´ dans R. Si
k = C, alors c est un carre´ dans R et de fac¸on e´vidente Ec(K) 6= ∅.
Soit A = (X21 − xY 21 , x + 1) ∈ 2Br Ec, qui est non ramifie´e sur un mode`le
projectif et lisse Zc de Ec sur K. La proposition 5.1 (d) de [8] permet de
calculer l’obstruction associe´e a` A ∈ H2nr(K(E)/K,Z/2) par la proposition
2.5. On trouve que pour toute famille {Pγ ∈ E(Kγ)}, γ parcourant les points
ferme´s de P1F ,
∑
γ
CoresF (γ)/F ∂γ(A(Pγ)) = c ∈ F×/F×2 = H1(F,Z/2).
Ainsi E(K) = ∅ si v(c) est impaire, mais aussi si v(c) est paire et c non carre´,
ce qui peut se produire si k = F est un corps fini. 
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Remarque 3.3. — Soit K le corps des fonctions d’une courbe X projective,
lisse, ge´ome´triquement connexe sur C((t)). On verra a` la remarque 5.4 que,
pour E un espace principal homoge`ne sous un K-tore Q comme ci-dessus, on
peut avoir E(Kv) 6= ∅ pour tout comple´te´ de K en une valuation discre`te, pas
d’obstruction de re´ciprocite´ comme dans la proposition 2.5, par rapport aux
points ferme´s de la C((t))-courbe X, et ne´anmoins E(K) = ∅.
Le corollaire 6.2 ci-dessous explique pourquoi on ne peut s’attendre a` une
telle situation dans le cas de la proposition 3.2, ou` X = P1
C((t)).
Remarque 3.4. — Supposons k = F fini. Si c ∈ F× n’est pas un carre´, il
existe un e´le´ment d ∈ F× tel que les classes de c et d aient un cup-produit non
nul dans H2(F,Z/2). Notons B = A ∪ (d) ∈ H3nr(K(E)/K,Z/2). On trouve
que pour toute famille {Pγ ∈ E(Kγ)}, γ parcourant les points ferme´s de P1F ,
∑
γ
CoresF (γ)/F∂γ(B(Pγ)) = c ∪ d 6= 0 ∈ H2(F,Z/2) = Z/2.
Ainsi l’application de la proposition 2.5 a` B ∈ H3nr(K(E)/K,Z/2) permet
aussi d’e´tablir Ec(K) = ∅. On trouve ainsi une illustration des re´sultats
ge´ne´raux de Harari et Szamuely [16].
4. Calculs locaux
4.1. Existence de points rationnels de E sur un corps value´ discret.
— Soient R un anneau de valuation discre`te, κ son corps re´siduel suppose´
de caracte´ristique diffe´rente de 2, et K son corps des fractions. On note v :
K× → Z la valuation associe´e.
Lemme 4.1. — Soit d ∈ K×.
(i) Si d ∈ K×2, alors tout e´le´ment de K× peut s’e´crire sous la forme x2−dy2
avec x, y ∈ K.
Supposons R hense´lien.
(ii) Si v(d) est paire et d n’est pas un carre´ dans R, alors pour x, y ∈ K
avec x2 − dy2 6= 0, la valuation v(x2 − dy2) est paire.
(iii) Si v(d) est impaire, alors les classes dans K×/K×2 des valeurs prises
par x2 − dy2 pour x, y ∈ K avec x2 − dy2 6= 0 sont exactement 1 et −d.
(iv) Si v(d) est paire et d n’est pas un carre´ dans R, si de plus le corps κ
satisfait cd2κ ≤ 1, alors les valeurs prises par x2 − dy2 pour x, y ∈ K avec
x2 − dy2 6= 0 sont exactement les produits d’une unite´ et d’un carre´ de K.
De´monstration. — Les e´nonce´s (i) a` (iii) sont clairs. Pour l’e´nonce´ (iv), il suffit
de remarquer que sous l’hypothe`se cd2κ ≤ 1, toute e´quation x2−αy2 = β avec
α, β ∈ κ× posse`de une solution avec x, y ∈ κ. 
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Proposition 4.2. — Supposons R hense´lien. Soient a, b, c ∈ K×. On
conside`re la K-varie´te´ E de´finie par l’e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c.
(a) Si les trois conditions suivantes sont simultane´ment satisfaites :
(i) les e´le´ments a et b ont une valuation paire,
(ii) aucun de a, b, ab, n’est un carre´ dans K,
(iii) la valuation de c est impaire,
alors E(K) = ∅.
(b) Si l’on a cd2(κ) ≤ 1, la re´ciproque est vraie.
De´monstration. — Ceci se de´duit aise´ment du lemme 4.1. 
4.2. Valeurs prises par l’alge`bre A ∈ Br E sur un corps value´ discret.
— Soit R un anneau de valuation discre`te de rang 1 avec 2 ∈ R×. Soient K le
corps des fractions de R et κ son corps re´siduel. On note π une uniformisante
de R.
On a la suite exacte bien connue (cf. [15, III, Prop. (2.1)])
0→ 2Br R→ 2Br K → κ×/κ×2 → 1.
On note ∂ : 2Br K → κ×/κ×2 l’application re´sidu. Il est bien connu [24, §1]
qu’elle envoie la classe d’une alge`bre de quaternions (a, b) sur la classe
(−1)v(a)v(b)av(b)/bv(a) ∈ κ×/κ×2.
Si R est hense´lien, alors 2Br R
≃→ 2Br κ. Si R est hense´lien et cd2(κ) ≤ 1,
alors ∂ : 2Br K
≃→ κ×/κ×2.
Proposition 4.3. — Soient a, b, c ∈ K×. Soit E la K-varie´te´ E de´finie par
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c.
Soit A = (X21 −aY 21 , b) ∈ Br E. Soit evA : E(K)→ Br K l’application donne´e
par P 7→ A(P ), et soit ∆ l’application compose´e
E(K)→ 2Br K → κ×/κ×2.
P 7→ ∂(A(P )).
(i) Si b ou ab est un carre´ dans K, l’image de evA est 0.
(ii) Si a est un carre´ dans K, l’image de evA est (c, b) ; si de plus c et b
sont de valuation paire, l’image de ∆ est 1.
(iii) Supposons R hense´lien. Si v(a) et v(b) sont paires et a n’est pas un
carre´ dans K, et si E(K) 6= ∅, l’image de ∆ est 1.
(iv) Supposons R hense´lien. Supposons qu’aucun de a, b, ab n’est un carre´
dans K, et que v(a) et v(b) ne sont pas toutes deux paires.
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Si v(a) est paire et v(b) impaire, l’image de evA est contenue dans
{(c, b), (ac, b)}.
Si v(a) est impaire et v(b) paire, l’image de evA est contenue dans
{0, (−a, b)}.
Si v(a) et v(b) sont impaires, l’image de evA est contenue dans {0, (−a, b)}.
L’image de ∆ est contenue dans la re´union de deux classes (e´ventuellement
confondues) dans κ×/κ×2 qui diffe`rent par multiplication par (−1)v(a).v(b)∂((a, b)).
(v) Sous l’hypothe`se de (iv), si de plus cd2(κ) ≤ 1, alors les classes indique´es
ci-dessus sont toutes dans l’image de evA, resp. dans celle de ∆.
De´monstration. — Supposons d’abord que l’un de a, b, ab est un carre´ dans
K, auquel cas on a automatiquement E(K) 6= ∅. Si a /∈ K×2, alors soit b soit
ab est dans K×2 et alors A = 0 ∈ Br E d’apre`s (3.1) et (3.3), donc pour tout
P ∈ E(K), on a A(P ) = 0 ∈ Br K. Si a ∈ K×2, alors A = (c, b) ∈ Br E
d’apre`s (3.3), donc pour tout P ∈ E(K), on a A(P ) = (c, b) ∈ Br K. Si c et b
sont de valuation paire, ceci implique ∂(A(P )) = 0. Ceci e´tablit (i) et (ii).
Supposons que aucun de a, b, ab n’est un carre´ dans K.
Si R est hense´lien et si les valuations de a et de b sont paires, alors, pour
tout P ∈ E(K), de A = (X21 −aY 21 , b), en utilisant le lemme 4.1 (ii), on de´duit
∂(A(P )) = 0, c’est-a`-dire l’e´nonce´ (iii).
Nous ne de´taillons pas ici les calculs faits pour e´tablir (iv) et (v), qui utilisent
le lemme 4.1. On doit dans chaque cas discuter selon la parite´ de la valuation
de c. 
4.3. Obstruction de re´ciprocite´ attache´e a` l’alge`bre A ∈ Br E en un
point ferme´ d’un anneau local re´gulier de dimension 2. — Soit R un
anneau local re´gulier excellent de dimension 2, avec 2 ∈ R×. Pour γ un point
de codimension 1 de Spec R on note aussi γ sa fermeture dans Spec R et on
note encore γ ∈ R(1) l’ide´al premier de hauteur 1 de R associe´.
Notons M le point ferme´ de Spec R. C’est aussi le point ferme´ de Spec R/γ
pour tout point γ de codimension 1 de Spec R. Soit K le corps des fractions
de R.
On a un complexe
2Br K → ⊕γ∈R(1)κ(γ)×/κ(γ)×2 → Z/2,
avec
∂γ : 2Br K → κ(γ)×/κ(γ)×2
et
∂γ,M : κ(γ)
×/κ(γ)×2 → Z/2.
Soient a, b, c ∈ K×.
Soit
E : (X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c
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et
A = (X21 − aY 21 , b) = (c(X23 − abY 23 ), b) = (c(X22 − bY 22 ), ab) ∈ Br E.
Supposons E(Kγ) 6= ∅ en tout point de codimension 1 de Spec R.
On veut calculer la valeur des sommes
∑
γ∈R(1)
∂γ,M (∂γ(A(Pγ)))
pour une famille {Pγ ∈ E(Kγ)}γ∈R(1) .
Pour simplifier, pour α ∈ Br Kγ , on note ici
∂M (∂γ(α)) = ∂γ,M (∂γ(α)).
Lemme 4.4. — Si l’un de a, b ou ab est le produit d’une unite´ de R par un
carre´ de K, alors pour toute famille {Pγ} ∈
∏
γ E(Kγ), on a
∑
γ∈R(1)
∂M (∂γ(A(Pγ))) = 0 ∈ Z/2.
De´monstration. — Si b est le produit d’une unite´ de R par un carre´ de K, on
peut supposer que b est une unite´ dans R. On a
∑
γ∈R(1)
∂M (∂γ(A(Pγ))) =
∑
γ∈R(1)
∂M (∂γ(X
2
1−aY 21 , b)(Pγ)) =
∑
γ∈R(1)
∂M ((b)
νγ(X21−aY 21 )(Pγ )).
Puisque b est une unite´, la classe b est une unite´ dans R/γ donc ∂M (b) = 0,
et ∑
γ∈R(1)
∂M (∂γ(A(Pγ))) = 0.
Si ab est le produit d’une unite´ deR par un carre´ deK, on peut supposer que
ab est une unite´ dans R. En utilisant A = (X21 − aY 21 , ab), le meˆme argument
que ci-dessus donne ∑
γ∈R(1)
∂M (∂γ(A(Pγ))) = 0.
Si a est le produit d’une unite´ de R par un carre´ de K, on peut supposer
que a est une unite´ dans R, le meˆme argument que ci-dessus donne
∑
γ∈R(1)
∂M (∂γ(A1(Pγ))) = 0
pour A1 = (X
2
2 − bY 22 , a). Comme on a
A = A1 + (c, ab),
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on obtient ∑
γ∈R(1)
∂M (∂γ(A(Pγ)) =
∑
γ∈R(1)
∂M (∂γ(c, ab)),
et le second terme est nul par la loi de re´ciprocite´ applique´e a` (c, ab) ∈ 2Br K.

Lemme 4.5. — Soit R un anneau local re´gulier de dimension 2 et (π, δ) un
syste`me re´gulier de parame`tres. Si z ∈ R non nul a son diviseur supporte´ sur
la re´union des diviseurs de π et de δ, et si c’est un carre´ dans le corps des
fractions du hense´lise´ du localise´ de R le long de π, alors z = uπ2rδ2s ∈ R
avec u ∈ R× d’image un carre´ dans R/π, donc d’image un carre´ dans R/m.
De´monstration. — C’est clair. 
Proposition 4.6. — Si la re´union des diviseurs re´duits de a et de b est un
diviseur a` croisements normaux, et si en tout γ ∈ R(1) l’un de a, b ou ab est
un carre´ dans Kγ, alors pour toute famille {Pγ} ∈
∏
γ∈R(1) E(Kγ), on a
∑
γ∈R(1)
∂M (∂γ(A(Pγ))) = 0.
De´monstration. — Cela re´sulte des lemmes 4.4 et 4.5. 
Proposition 4.7. — Supposons que la re´union des diviseurs re´duits de a et
de b et de c est contenue dans un diviseur a` croisements normaux de´fini par
un syste`me re´gulier de parame`tres (π, δ).
On a alors les proprie´te´s suivantes.
(i) Pour toute famille {Pγ} ∈
∏
γ∈R(1) E(Kγ),
∑
γ∈R(1)
∂M (∂γ(A(Pγ))) = ∂M (∂π(A(Pπ))) + ∂M (∂δ(A(Pδ))) ∈ Z/2.
Supposons qu’aucun de a, b ou ab n’est le produit d’une unite´ de R par un
carre´ dans K.
(ii) Si le corps des fractions κ(π) de R/π satisfait cd2κ(π) ≤ 1, alors pour
Pπ variant dans E(Kπ), ∂M (∂π(A(Pπ))) prend les deux valeurs dans Z/2.
(iii) Si le corps des fractions κ(δ) de R/δ satisfait cd2κ(δ) ≤ 1, alors pour
Pδ variant dans E(Kδ), ∂M (∂δ(A(Pδ))) prend les deux valeurs dans Z/2.
De´monstration. — Soit γ un point de codimension 1 de R autre que π et
δ. Soit Kγ le corps des fractions du hense´lise´ de R en γ. En un tel point,
vγ(a) = 0, vγ(b) = 0 et vγ(c) = 0. La proposition 4.3 montre alors que pour
tout Pγ ∈ E(Kγ), on a ∂γ(A(Pγ)) = 0. Ceci donne l’e´nonce´ (i).
Si aucun de a, b ou ab n’est le produit d’une unite´ de R par un carre´ dans K,
quitte a` se de´barrasser de carre´s et a` modifier le syste`me re´gulier de parame`tres
en les multipliant par des unite´s, on peut supposer que l’on est dans l’un des
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cas suivants : (a, b) = (π, δ), ou (a, b) = (π, πδ), ou (a, b) = (πδ, δ), et c = uπrδs
avec u ∈ R× et r, s ∈ Z.
Supposons que le corps des fractions κ(π) de R/π satisfait cd2κ(π) ≤ 1.
La proposition 4.3 applique´e au hense´lise´ de l’anneau de valuation discre`te
Rπ montre que ∂π(A(Pπ)), pour Pπ variant dans E(Kπ), prend deux va-
leurs dans κ(π)×/κ(π)×2 qui diffe`rent par multiplication par ±δ 6= 1. Ainsi
∂M (∂π(A(Pπ))) ∈ Z/2, pour Pπ variant dans E(Kπ), prend les deux valeurs
dans Z/2. Ceci donne l’e´nonce´ (ii), et la de´monstration de (iii) est analogue.

4.4. Comportement dans un e´clatement. — Cette section sera utilise´e
au paragraphe 6.
Proposition 4.8. — Soit R un anneau local re´gulier inte`gre de dimension 2,
de corps des fonctions K, de corps re´siduel k se´parablement clos, de ca-
racte´ristique diffe´rente de 2. Soit p = Y → X l’e´clatement de X = Spec R
en le point ferme´ M de X et soit λ ∈ Y(1) la courbe exceptionnelle introduite
dans l’e´clatement.
Soient a, b, c ∈ K×, puis
E : (X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c
et A = (X21 − aY 21 , b) ∈ Br E.
Supposons que la re´union des diviseurs re´duits de a et de b et de c est un
diviseur a` croisements normaux sur Spec R.
Soit {Pγ ∈ E(Kγ)}γ∈X (1) une famille de points telle que
∑
γ∈X (1)
∂M (∂γ(A(Pγ))) = 0 ∈ Z/2.
Il existe alors un point Pλ ∈ E(Kλ) tel que pour tout point ferme´ N ∈ Y on
ait ∑
ζ∈Y(1), N∈ζ
∂N (∂ζ(A(Pζ))) = 0 ∈ Z/2,
ou`, pour ζ ∈ Y(1), ζ 6= λ, on note Pζ = Pp(ζ).
De´monstration. — Il suffit d’e´tablir l’e´nonce´ pour les points N ∈ λ. Toutes
les e´galite´s qui suivent sont dans Z/2.
Par hypothe`se, la re´union des diviseurs re´duits de a et de b et de c est
un diviseur a` croisements normaux sur Spec R. On choisit (π, δ) ∈ R des
ge´ne´rateurs de l’ide´al maximal de R tels que chacun de a et b soit produit
d’une unite´ en M par des puissances de π et de δ.
Soit Sλ le hense´lise´ de l’anneau local de Y en λ et Kλ l’anneau des frac-
tions de Sλ. Le corps re´siduel de Sλ est k(P
1) qui satisfait cd2k(P
1) ≤ 1 par
l’hypothe`se faite sur k.
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L’e´clate´ au voisinage deM est obtenu par recollement de Spec R[t]/(π− tδ)
et Spec R[s]/(δ − sπ). Dans la premie`re carte, λ est donne´ par δ = 0, dans la
seconde par π = 0.
Si l’un de a, b ou ab est une unite´ fois un carre´ en M , alors, comme k est
se´parablement clos, c’est un carre´ dans Sλ, donc E(Kλ) 6= ∅. Par ailleurs, sous
cette meˆme hypothe`se, en tout point N ∈ λ, l’un de a, b ou ab est une unite´
fois un carre´ en N , le lemme 4.4 montre que pour tout point N ∈ λ et pour
toute famille de points {Pζ ∈ E(Kζ)}ζ∈Y(1) on a
∑
ζ∈Y(1),N∈ζ
∂N (∂ζ(A(Pζ))) = 0.
Si aucun de a, b ou ab n’est une unite´ fois un carre´ en M , on peut sup-
poser que l’on a : (a, b) = (π, δ) ou (a, b) = (π, πδ) ou (a, b) = (πδ, δ). Dans
la premie`re carte, le couple (a, b) est, a` multiplication par des carre´s pre`s,
e´gal a` l’un de (tδ, δ), (tδ, t), (t, δ). L’une des coordonne´es a, b a une δ-valuation
impaire. La proposition 4.2 donne E(Kλ) 6= ∅.
Pour γ passant par M et diffe´rent de π ou δ, a, b et c sont des unite´s dans
Rγ , ce qui d’apre`s la proposition 4.3 implique ∂γ(A(Pγ)) = 0.
L’hypothe`se ∑
γ∈X (1),M∈γ
∂M (∂γ(A(Pγ))) = 0
implique alors
(4.1) ∂M (∂π(A(Pπ))) = ∂M (∂δ(A(Pδ))).
Soient N1, resp. N2, le point de λ ⊂ Y ou` le transforme´ propre de π = 0
(donne´ par t = 0), resp. de δ = 0 (donne´ par s = 0), rencontre λ.
Il nous faut montrer qu’il existe Pλ ∈ E(Kλ) tel que l’on ait
∂N1(∂λ(A(Pλ))) = ∂N1(∂π(A(Pπ)))
et
∂N2(∂λ(A(Pλ))) = ∂N2(∂δ(A(Pδ)))
et enfin
∂N (∂λ(A(Pλ))) = 0
pour N ∈ λ, N 6= N1, N2.
On a
(4.2) ∂N1(∂π(A(Pπ))) = ∂M (∂π(A(Pπ)))
et
(4.3) ∂N2(∂δ(A(Pδ))) = ∂M (∂δ(A(Pδ))).
La proposition 4.3 et les hypothe`ses sur a, b, c impliquent que pour tout
point Pλ ∈ E(Kλ), ∂λ(A(Pλ)) est de la forme ∂λ((u, v)) avec chacun de u, v
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produit d’une unite´ en M et de puissances de π et de δ. Une conside´ration
d’une des cartes locales de Y montre imme´diatement que pour une telle alge`bre
de quaternions (u, v) on a
∂N (∂λ(u, v)) = 0
pour N ∈ λ, N 6= N1, N2. Ainsi, quel que soit le choix de Pλ, on a
∂N (∂λ(A(Pλ))) = 0
pour N ∈ λ, N 6= N1, N2.
La loi de re´ciprocite´ sur la courbe λ et l’e´le´ment ∂λ(A(Pλ)) ∈ κ(λ)×/κ(λ)×2
donne ∑
N∈λ
∂N (∂λ(A(Pλ))) = 0.
On a donc pour tout Pλ
(4.4) ∂N1(∂λ(A(Pλ))) + ∂N2(∂λ(A(Pλ))) = 0.
Dans la premie`re carte de Y, ou` λ est donne´ par δ = 0, sur lequel t = 0
(transforme´ propre du diviseur π = 0 sur X ) de´coupe le diviseur N1 on trouve,
a` multiplication par des carre´s pre`s, l’e´galite´ de couples (a, b) = (tδ, δ) ou
(a, b) = (tδ, t) ou (a, b) = (t, δ) et l’ide´al maximal dans l’anneau local au point
N1 est engendre´ par (t, δ).
Comme le corps re´siduel κ(λ) de Sλ satisfait cd2κ(λ) ≤ 1, la proposition
4.3 applique´e au voisinage du point N1 de Y montre que l’on peut trouver
Pλ ∈ E(Kλ) tel que
(4.5) ∂N1(∂λ(A(Pλ))) = ∂N1(∂π(A(Pπ))).
Les e´galite´s (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5) impliquent alors
∂N2(∂λ(A(Pλ))) = ∂N2(∂δ(A(Pδ))).

5. Le principe local-global ne vaut pas en ge´ne´ral
5.1. Un e´nonce´ semi-local. —
Proposition 5.1. — Soit R un anneau semi-local re´gulier inte`gre de dimen-
sion 2, avec 2 ∈ R×. Supposons que R a exactement trois ide´aux maximaux
m1,m2,m3, et que m1 = (π2, π3), m2 = (π1, π3), m3 = (π1, π2), chacun
des (πi) e´tant un ide´al premier. Soit K le corps des fractions de R. Soient
a = π2π3, b = π3π1 et c = π1π2π3. Alors la K-varie´te´ d’e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c
n’a pas de point rationnel sur K.
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De´monstration. — Soit Ki le corps des fractions du hense´lise´ du localise´ de R
en l’ide´al premier πi. Soit κi le corps des fractions de R/πi, corps re´siduel de
ce hense´lise´. D’apre`s la proposition 4.3, l’image de l’application compose´e
E(Ki)→ 2Br Ki → κ×i /κ×2i ,
ou` la premie`re fle`che est l’e´valuation de A = (X21 − aY 21 , b) et la seconde
l’application re´sidu, est contenue :
pour i = 1, dans {−π2,−π3} ;
pour i = 2, dans {1, π1π3} ;
pour i = 3, dans {1, π1π2}.
On conside`re l’application compose´e
∏
i
E(Ki)→
i=3⊕
i=1
2Br Ki →
i=3⊕
i=1
κ×i /κ
×2
i →
j=3⊕
j=1
Z/2
de´finie a` partir des applications d’e´valuations de A et du complexe de Bloch-
Ogus sur l’anneau semi-local R. Les indices j sont ceux des points ferme´s
mj. L’application κ
×
i /κ
×2
i → ⊕j=3j=1Z/2 envoie une classe γ ∈ κ×i /κ×2i sur la
valuation modulo 2 de γ en mj pour j 6= i et sur 0 en mi.
Pour tout ide´al premier x de R autre que ceux de´finis par π1, π2, π3, les
e´le´ments a, b, c sont des unite´s dans Rx. La proposition 4.3 montre qu’en un
tel x, pour tout point Px ∈ E(Kx), on a ∂x(A(Px)) = 0.
Ceci implique que l’application compose´e
E(K)→
∏
i
E(Ki)→
i=3⊕
i=1
2Br Ki →
i=3⊕
i=1
κ×i /κ
×2
i →
j=3⊕
j=1
Z/2
est nulle.
Pour i = 1, l’image dans
⊕j=3
j=1 Z/2 de (−π2), resp. (−π3) dans κ×1 /κ×21 ,
consiste en (0, 0, 1), resp. (0, 1, 0).
Pour i = 2, l’image dans
⊕j=3
j=1 Z/2 de 1, resp. π1π3, consiste en (0, 0, 0),
resp. (1, 0, 1).
Pour i = 3, l’image dans
⊕j=3
j=1 Z/2 de 1, resp. π1π2 consiste en (0, 0, 0),
resp. (1, 1, 0).
Aucune addition sur i = 1, 2, 3 de ces triplets (un par indice i) ne donne
(0, 0, 0). Ainsi E(K) = ∅. 
5.2. Contre-exemple au principe local-global pour les valuations. —
Soit X un sche´ma inte`gre re´gulier excellent de dimension deux avec 2 inversible
sur X , quasi-projectif sur un anneau, satisfaisant la condition suivante :
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Il existe un triplet de diviseurs inte`gres lisses Li ⊂ X formant triangle :
pour i 6= j ∈ {1, 2, 3}, Li ∩ Lj est une intersection transverse en un point
ferme´ mk, ou` {i, j, k} = {1, 2, 3} et les points mk, k ∈ {1, 2, 3} sont distincts.
Soit K le corps des fonctions de X .
Comme tout anneau semi-local a un groupe de Picard trivial, il existe des
e´le´ments πi ∈ K×, i = 1, 2, 3, de diviseurs
divX (πi) = Li +Di
satisfaisant les conditions suivantes.
(a) Le support du diviseur D1 ne contient aucun des mi (et donc aucun des
Li).
(b) Le support du diviseur D2 ne contient aucun des mi (et donc aucun des
Li), ni aucune composante du support de D1, ni aucun des points de rencontre
des Li avec un point du support de D1.
(c) Le support du diviseur D3 ne contient aucun des mi (et donc aucun des
Li), ni aucune composante du support de D1 ou de D2, ni aucun des points
de rencontre des Li avec un point du support de D1, ni aucun des points de
rencontre des Li avec un point du support de D2, ni aucun point de rencontre
des supports des diviseurs D1 et D2.
Ces conditions impliquent que pour tout point ferme´ M de X l’un des πi
est inversible en M .
Proposition 5.2. — Avec les notations ci-dessus, soient a = π2π3, b = π3π1
et c = π1π2π3. Soit E la K-varie´te´ d’e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c
(i) La K-varie´te´ E n’a pas de point K-rationnel.
(ii) Supposons que les corps re´siduels des points de codimension 2 sont
se´parablement clos, et que les corps re´siduels des points de codimension 1 de
X sont de 2-dimension cohomologique infe´rieure ou e´gale a` 1. Alors pour tout
anneau local hense´lien inte`gre R, de corps des fractions F , et tout morphisme
dominant Spec R→ X , on a E(F ) 6= ∅.
De´monstration. — Soit B l’anneau semi-local de X dont les points ferme´s sont
m1,m2,m3. Sur cet anneau, la situation est exactement celle de´crite dans la
proposition 5.1. Ceci e´tablit (i).
Soit γ un point de codimension 1 de X . On a
divX (a) = L2 + L3 +D2 +D3,
divX (b) = L3 + L1 +D3 +D1,
divX (c) = L1 + L2 + L3 +D1 +D2 +D3.
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Si l’on a vγ(a) pair, alors γ est une des composantes du support de D2 ou
D3, ou` elle apparaˆıt avec multiplicite´ paire. Mais alors vγ(c) est pair. De la
proposition 4.2 et de l’hypothe`se cd2(κ(γ)) ≤ 1 il re´sulte alors :
Pour tout point γ de codimension 1 de X , on a E(Kγ) 6= ∅.
Soient R un anneau local hense´lien inte`gre, de corps des fractions F , et
Spec R→ X un morphisme dominant.
Soit x l’image du point ferme´ de R. Ceci induit une inclusion locale OM,x →֒
R et donc une inclusion locale OhM,x →֒ R au niveau des hense´lise´s, puis une
inclusion des corps de fractions Kx →֒ F .
Si x = γ est un point de codimension 1 de X , on vient d’e´tablir E(Kγ) 6= ∅,
on a donc E(F ) 6= ∅.
Supposons que x =M est un point ferme´ de X . Les conditions impose´es aux
Di garantissent, comme on le ve´rifie aise´ment, que l’un au moins des πi, soit
πi0 , est inversible en x. Comme le corps re´siduel de M est se´parablement clos
de caracte´ristique diffe´rente de 2, la classe de −πi0 dans ce corps re´siduel est
un carre´, elle l’est donc aussi dans le corps re´siduel de l’anneau local hense´lien
R, et donc −πi0 est un carre´ dans R ⊂ F . Ainsi l’image de π1π2π3 dans F est
le produit d’un carre´ de F et du produit −∏i 6=i0 πi.
L’e´quation
(X21 − π2π3Y 21 )(X22 − π3π1Y 22 )(X23 − π1π2π23Y 23 ) = π1π2π3
admet sur F une solution avec toutes les coordonne´es sauf Yi0 nulles, ce qui
ache`ve la de´monstration. 
Corollaire 5.3. — Soit R un anneau de valuation discre`te hense´lien, ex-
cellent, de corps re´siduel se´parablement clos de caracte´ristique diffe´rente de
2, et X/R un R-sche´ma re´gulier inte`gre, projectif sur R, a` fibre ge´ne´rique
une courbe lisse ge´ome´triquement inte`gre. Soit K le corps des fonctions de X .
Supposons que la fibre spe´ciale re´duite de X/R contient un triangle L1, L2, L3.
Choisissons les πi ∈ K et a, b, c ∈ K comme dans la proposition 5.2. Soit E
la K-varie´te´ d’e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c.
Soit L = K(
√
a,
√
b). Soit E′ la K-varie´te´ d’e´quation
NormL/K(Ξ) = c
2.
Alors :
(i) Pour toute valuation discre`te γ de K, de hense´lise´ Kγ, on a E(Kγ) 6= ∅
et E′(Kγ) 6= ∅.
(ii) On a E(K) = ∅ et E′(K) = ∅.
(iii) Il existe un module galoisien fini µ sur le corps K et une classe non
nulle dans H2(K,µ) qui s’annule dans chaque H2(Kγ , µ).
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(iv) Il existe un K-groupe semi-simple connexe G et un e´le´ment non trivial
de H1(K,G) d’image triviale dans chaque H1(Kγ , G).
De´monstration. — On commence par observer que tout anneau de valuation
discre`te T du corps des fonctions de X contient le groupe 2-divisible R× et donc
l’anneau R, donc, puisque X/R est projectif, de´finit un morphisme dominant
Spec T → X .
Les e´nonce´s pour E re´sultent imme´diatement de ce qui pre´ce`de. Ceux pour
E′ et pour µ re´sultent des rappels du paragraphe 3, selon lesquels :
(a) on a une injection
H1(K,Q) →֒ H1(K,T ),
envoyant la classe de E sur celle de E′, et fonctorielle en le corps de base K.
(b) Pour µ un module galoisien fini convenable, on a une injection
H1(K,Q) →֒ H2(K,µ)
fonctorielle en le corps de base K.
Une fois e´tabli l’e´nonce´ (iii), il suffit de recopier l’argument de Serre ([33,
Chap. III, §4.7]) pour obtenir l’e´nonce´ (iv). L’e´nonce´ (iii) est en effet l’analogue
dans notre contexte du lemme 8 de Serre (lemme d’arithme´tique ≪ nettement
moins trivial ≫). Le lemme 9 de [33] vaut aussi dans notre contexte : le groupe
note´ S est une restriction a` la Weil d’un produit de groupes SLn, on a donc
H1(F, S) = 0 sur tout surcorps F du corps de base. La de´monstration du
the´ore`me 8 de [33] est formelle a` partir des lemmes 8 et 9 de [33] 
Remarque 5.4. — Soit R = C[[t]]. Dans la situation du corollaire 5.3, mon-
trons que l’on peut choisir les πi dans la proposition 5.2 de telle fac¸on que
l’obstruction de´finie au §2.2, provenant de la loi de re´ciprocite´ de Weil sur la
courbe X = X ×R K, ne permette pas d’e´tablir E(K) 6= ∅. Dans le cas ici
conside´re´, le seul groupe de cohomologie qui puisse, via la proposition 2.5, don-
ner une information est H2nr(K(E)/K,Z/2), groupe qui est engendre´ modulo
H2(K,Z/2) par la classe de l’alge`bre de quaternions A.
Avec les notations ci-dessus, les diviseurs des πi sur la fibre ge´ne´rique X
sont deux a` deux disjoints.
On calcule les valeurs possibles pour
∂v(A(Pv)) ∈ H1(κ(v),Z/2) = κ(v)×/κ(v)×2 = Z/2
pour v ∈ X(1) et Pv ∈ E(Kv).
En utilisant la proposition 4.3, on trouve :
Si toutes les valuations v(πi) sont paires, on obtient 0.
Si v(π1) est impair, on trouve π2 et π3.
Si v(π2) est impair, on trouve 0 et π1π3
Si v(π3) est impair, on trouve 0 et π1π2.
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Pour tout v ∈ X(1), la corestriction Z/2 = κ(v)×/κ(v)×2 → k×/k×2 = Z/2
est l’identite´. Passant en notation additive, on voit que l’on a
∑
v∈X(1)
Coresκ(v)/k(∂v(A(Pv))) = 1 ∈ Z/2
pour toute ade`le {Pv} si et seulement si l’on a les trois proprie´te´s suivantes :
Si v(π1) est impair on a π2 = π3, et il existe un nombre impair de tels v
avec π2 = π3 non carre´ dans κ(v)
×.
Si v(π2) est impair, π1 = π3.
Si v(π3) est impair, π1 = π2.
Or on peut choisir les πi dans la construction ci-dessus de fac¸on qu’il y ait
une valuation v ∈ X(1) avec v(π2) impair et π1 6= π3. Voici comment. Une
fois choisi π1, on choisit une place v quelconque non dans le diviseur de π1 sur
X. On choisit π2 comme ci-dessus, avec la condition supple´mentaire d’avoir
v(π2) = 1. Ceci est possible car le groupe de Picard d’un anneau semi-local
est nul. Le corps re´siduel L en v est le corps des fractions d’une extension
finie de K, on a L×/L×2 = Z/2. On choisit alors π3 comme ci-dessus, avec
la condition supple´mentaire que sa classe dans L×/L×2 diffe`re de celle de π1.
C’est possible par l’inde´pendance des valuations sur le corps des fractions d’un
anneau de Dedekind.
Il existe alors une famille {Pv} telle que
∑
v∈X(1)
Coresκ(v)/k(∂v(A(Pv))) = 0 ∈ Z/2.
La proposition 2.5 ne permet donc pas de montrer E(K) = ∅, re´sultat que
nous obtenons en utilisant les obstructions de re´ciprocite´ supe´rieure sur la
surface X .
Lemme 5.5. — Soit R un anneau de valuation discre`te de corps re´siduel k un
corps parfait de caracte´ristique diffe´rente de 2. Soient K le corps des fractions
de R et π une uniformisante. Le mode`le propre minimal re´gulier X/R de la
courbe elliptique sur K d’e´quation affine
y2 = x3 + x2 + π3
est de type I3, la fibre spe´ciale est re´duite, elle est re´union de trois courbes
isomorphes a` P1k se coupant deux a` deux transversalement en un unique point
k-rationnel.
De´monstration. — On applique l’algorithme de Tate [34, Chap.IV, §9]. 
Exemples 5.6. — (a) Soient R = C[[t]] et F = C((t)). Le mode`le re´gulier
minimal X/C[[t]] de la courbe elliptique sur C((t)) d’e´quation affine
y2 = x3 + x2 + t3,
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est d’apre`s le lemme ci-dessus de type I3. Cela fournit un exemple concret
pour le corollaire 5.3.
On peut aussi partir d’une courbe elliptique sur C((t)) dont le mode`le
re´gulier minimal dans la classification de Kodaira–Ne´ron (cf. [34, Chap. IV,
Thm. 8.2]) est de type I1, resp. I2, et e´clater deux fois, resp. une fois, en des
points convenables pour obtenir que la fibre spe´ciale re´duite est un triangle.
(b) Soit K ′ le corps des fonctions d’un sche´ma X comme en (a). C’est une
extension finie (de degre´ 2) du corps K = C((t))(P1) = C((t))(x). Soit G′
un K ′-groupe alge´brique line´aire. Le descendu a` la Weil G = RK ′/KG′ est un
K-groupe line´aire. Si le K ′-groupe G′ est commutatif, resp. fini, resp. un tore,
resp. semi-simple, resp. semi-simple simplement connexe, les proprie´te´s corres-
pondantes sont satisfaites pour le K-groupe G. On a une bijection fonctorielle
en le corps de baseH1(K ′, G′) ≃ H1(K,G) qui a` la classe d’unK ′-espace prin-
cipal homoge`ne E′ sous G′ associe la classe du K-espace principal homoge`ne
E = RK ′/KE
′ sous G. Pour G′ commutatif, on a Hr(K ′, G′) ≃ Hr(K,G) pour
tout entier r ≥ 0. Les valuations discre`tes sur K entretiennent avec celles de
K ′ les relations usuelles. Ce proce´de´ bien connu permet de de´duire de tout
contre-exemple au principe local-global par rapport aux hense´lise´s en les va-
luations discre`tes de F ′ pour un F ′-groupe d’un type donne´ (tore, semismple,
fini, commutatif) un contre-exemple a` ce meˆme principe sur K = C((t))(x),
pour un K-groupe convenable de meˆme type.
Corollaire 5.7. — Soit R un anneau local normal, hense´lien, excellent de
dimension 2, a` corps re´siduel alge´briquement clos de caracte´ristique diffe´rente
de 2. Soit p : X → Spec R une de´singularisation de R, c’est-a`-dire que X est
re´gulier et le morphisme p est projectif et birationnel. Supposons que le diviseur
re´duit associe´ a` la fibre de p au-dessus de l’ide´al maximal de R contient un
triangle. Choisissons les πi ∈ K et a, b, c ∈ K comme a` la proposition 5.2.
Soit E la K-varie´te´ d’e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c.
Soit L = K(
√
a,
√
b). Soit E′ la K-varie´te´ d’e´quation
NormL/K(Ξ) = c
2.
Alors :
(i) Pour toute valuation discre`te γ sur K, de hense´lise´ Kγ , on a E(Kγ) 6= ∅
et E′(Kγ) 6= ∅.
(ii) On a E(K) = ∅ et E′(K) = ∅.
(iii) Il existe un module galoisien fini µ sur le corps K et une classe non
nulle dans H2(K,µ) qui est triviale dans H2(Kγ , µ) pour chaque valuation
discre`te γ de K.
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(iv) Il existe un K-groupe semi-simple connexe G et un e´le´ment non trivial
de H1(K,G) d’image triviale dans H1(Kγ , G) pour chaque valuation discre`te
γ de K.
De´monstration. — On commence par observer que tout anneau de valuation
discre`te du corps des fractions de R contient le groupe infiniment 2-divisible
R×, donc aussi l’anneau R. Le reste de la de´monstration est entie`rement ana-
logue a` la de´monstration pre´ce´dente. 
Exemples 5.8. — Rappelons un exemple concret fourni par Gabber ([9, §3.4,
Remark 2]) : on prend R = C[[x, y, z]]/(xyz + x4 + y4 + z4). On peut ve´rifier
que dans la fibre d’une re´solution convenable X → Spec R au-dessus du point
singulier (x, y, z) = (0, 0, 0) on a un triangle. Notant K le corps des fractions
de R. On peut ve´rifier que la K-varie´te´ d’e´quation
(X21 − yzY 21 )(X22 − xzY 22 )(X23 − xyY 23 ) = xyz(x+ y + z)
a des points dans tous les hense´lise´s de K et n’a pas de point dans K.
On a dans ce cas une inclusion C[[x, y]] ⊂ R, et une extension finie de corps
des fractions K/C((x, y)). En utilisant un argument de restriction du corps
de base a` la Weil, comme a` la remarque 5.6, on construit des exemples sur le
corps C((x, y)).
Le corollaire 5.7 et l’exemple 5.8 re´pondent a` la question pose´e a` la fin du §3
de [9]. On notera que pour un K-groupe fini commutatif de´ploye´ µ d’ordre
inversible dans R, l’application
H2(K,µ)→
∏
γ
H2(Kγ , µ)
est injective pour K et les valuations γ comme au corollaire 5.3 ou au corol-
laire 5.7. C’est une conse´quence imme´diate de la proprie´te´ du groupe de Brauer
de K cite´e au de´but de l’introduction.
5.3. Exemples au-dessus d’un anneau de valuation discret complet
a` corps re´siduel non alge´briquement clos. — L’hypothe`se que le corps
re´siduel des points ferme´s est se´parablement clos nous a permis de donner une
construction relativement simple et inde´pendante de la nature de la surface
X .
Nous relaˆchons ici l’hypothe`se sur les corps re´siduels aux points ferme´s, en
nous limitant au cas ≪ semi-global ≫.
Proposition 5.9. — Soient R un anneau de valuation discre`te complet de
corps re´siduel k parfait de caracte´ristique diffe´rente de 2, F son corps des
fractions et X/R un R-sche´ma projectif re´gulier inte`gre a` fibre ge´ne´rique une
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courbe lisse et ge´ome´triquement connexe. Soit K son corps des fonctions. Sup-
posons que la fibre spe´ciale X0/k est une union transverse de trois courbes
Li, i = 1, 2, 3, chacune k-isomorphe a` P
1
k, formant triangle, les 3 points d’in-
tersection e´tant k-rationnels.
Quitte a` remplacer R par une extension finie e´tale, il existe des e´le´ments
a, b, c ∈ K tels que la K-varie´te´ de´finie par
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c.
n’ait pas de point dans K, mais ait des points dans tous les comple´te´s de K
pour les valuations discre`tes de ce corps.
De´monstration. — Le foncteur R1 → R1 ⊗R k = k1 est une e´quivalence de
cate´gories entre les extensions finies e´tales d’alge`bres locales hense´liennes R1/R
et les extensions finies se´parables de corps k1/k ([29, Corollaire, p. 84]).
Pour R1/R de ce type, le sche´ma X ×R R1 est un sche´ma re´gulier inte`gre,
de fibre spe´ciale X0 ×k k1 admettant exactement la meˆme configuration que
X0/k.
Soit A le semi-localise´ en m1,m2,m3, et soient, par abus de lan-
gage, m1,m2,m3 les ide´aux maximaux associe´s. Soit π1 ∈ A satisfaisant
divX (π1) = L1 + D1, le support de D1 ne contenant aucun de m1,m2,m3.
Soit π2 ∈ A tel divX (π2) = L2 + D2, le support de D2 sans composante
commune avec celui de D1, ne contenant aucun des mi ni aucun des points
d’une intersection Li ∩ Supp(D1).
Soit π3 ∈ A tel que divX (π3) = L3+D3, le support de D3 sans composante
commune avec celui de D1 ou de D2, ne contenant aucun des mi ni aucun des
points d’une intersection Li ∩ Supp(D1) ou Li ∩ Supp(D2).
Alors π1, π2, π3 ∈ A sont des e´le´ments premiers de´finissant respectivement
L1, L2, L3. Dans A, on a m1 = (π2, π3), m2 = (π1, π3) and m3 = (π1, π2).
Soit a = π2π3, b = π3π1 et c = π1π2π3. Soit E la K-varie´te´ de´finie par
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c.
Notons k une cloˆture alge´brique de k. Pour chaque permutation (i, j, ℓ) de
(1, 2, 3), il existe une extension finie ki/k telle que la classe de l’alge`bre de
quaternions de´finie par (πj , πℓ) sur le corps des fonctions k(Li) s’annule sur
ki(Li). Le groupe de Brauer de k(Li) est en effet nul (the´ore`me de Tsen).
Soit T l’ensemble fini de points ferme´s
T = ∪i,j(Li ∩ Supp(Dj)) ∪ {m1,m2,m3}.
Pour chaque P ∈ T , l’un au moins des πi est une unite´ en P . On choisit un
tel πi, et on pose uP = πi(P ) ∈ κ(P )×.
Soit k′ une extension galoisienne finie de k contenant tous les corps ki et
tous les corps κ(P )(
√
uP ) for P ∈ T , et aussi
√−1.
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Remplac¸ons R par l’extension finie e´tale locale R′/R de corps re´siduel k′,
et F par le corps des fractions F ′ de R′.
Quitte a` changer les notations, sur ce nouvel anneau, renomme´ R, de corps
des fractions renomme´ F , on a k = ki pour tout i et k = κ(P )(
√
uP ) pour
tout P ∈ T .
Comme la preuve de la proposition 5.1 ne de´pend pas du corps re´siduel k,
elle donne E(K) = ∅.
Montrons que E posse`de des points dans tout hense´lise´ Kv de K en une
valuation v discre`te. Soit x ∈ X le centre de la valuation.
Supposons d’abord que le point x est le point ge´ne´rique de l’une des com-
posantes Li de la fibre spe´ciale X0. Supposons que x est le point ge´ne´rique de
L1. L’alge`bre de quaternions (π2, π3) est de´ploye´e sur le corps k(L1). Il en est
donc de meˆme de l’alge`bre (π2π3,−π2). L’e´quation
X2 − π2π3Y 2 = −π2
a donc une solution (u, v) dans le hense´lise´ de l’anneau local en x, et E posse`de
donc le point rationnel (u, v, 0, 1, 1, 0) sur Kx. Le calcul aux points ge´ne´riques
de L2 et L3 est le meˆme.
Supposons que x est un point ferme´ M de X , donc un point ferme´ de la
fibre spe´ciale.
Supposons d’abord M /∈ T . Le point M appartient a` l’une des composantes
Li de la fibre spe´ciale. Supposons que ce soit L1. Alors π2 et π3 sont des unite´s
en M . L’alge`bre de quaternions (π2, π3) est donc non ramifie´e au voisinage
de M . Dans le corps re´siduel de L1, sa classe est nulle. Ceci implique que sa
classe est nulle dans le corps re´siduel de M , et donc aussi dans le groupe de
Brauer du hense´lise´ de l’anneau local de X en M . L’e´quation
X2 − π2π3Y 2 = −π2
a donc une solution (u, v) dans KM , et E posse`de donc le point rationnel
(u, v, 0, 1, 1, 0) sur KM . Le calcul pour M dans L2 ou L3 est le meˆme.
Supposons M ∈ T , donc κ(M) = k, et M ∈ L1. Alors π2 ou π3 est une
unite´ en M , et pour l’un au moins d’entre eux, disons que ce soit π2, la valeur
π2(M) ∈ k× est un carre´ non nul, donc π2 est un carre´ dans le hense´lise´ en M
et donc dans KM . La K-varie´te´ E admet alors un point e´vident de la forme
(0, u, 1, 0, 0, 1) dans KM . Les autres cas sont analogues.
Si le point x est de codimension 1 et situe´ sur la fibre ge´ne´rique X = X×RF ,
comme R est hense´lien, l’adhe´rence de x sur X rencontre la fibre spe´ciale en
un unique point ferme´, qu’on notera M . Cette adhe´rence est le spectre d’un
anneau local hense´lien S, fini sur R, de corps re´siduel κ(M). On reprend alors
la discussion ci-dessus.
Si l’on a M /∈ T , et M ∈ L1, l’alge`bre de quaternions (π2, π3) est non
ramifie´e au voisinage de M , donc en particulier sur Spec S, et sa classe est
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nulle dans le corps re´siduel de S, donc aussi dans Br S, donc dans Br κ(x).
L’e´quation
X2 − π2π3Y 2 = −π2
a donc une solution (u, v) dans Kx, et E posse`de donc le point rationnel
(u, v, 0, 1, 1, 0) sur Kx. Le calcul pour M dans L2 ou L3 est le meˆme.
Si l’on a M ∈ T , donc κ(M) = k, et M ∈ L1. Alors par exemple π2 est une
unite´ en M et un carre´ dans le corps re´siduel, il induit donc une unite´ sur S
qui est un carre´ dans le corps re´siduel de S, c’est donc un carre´ dans S et dans
le corps des fractions de S. La K-varie´te´ E admet alors un point e´vident de
la forme (0, u, 1, 0, 0, 1) dans KM . Les autres cas sont analogues. 
Remarque 5.10. — On peut ainsi de multiples fac¸ons produire une courbe
projective et lisse X sur un corps p-adique, de corps des fonctions K, et une
K-varie´te´ E, espace homoge`ne d’un K-tore, telle que E ait des points dans
tous les comple´te´s de K en ses valuations discre`tes, mais n’ait pas de K-point.
On fabrique un exemple concret en partant de la courbe sur le corps Qp (p 6= 2)
d’e´quation
y2 = x3 + x2 + p3
dont le mode`le propre minimal re´gulier sur Zp est d’apre`s le lemme 5.5 du
type voulu, et en passant a` une extension finie non ramifie´e convenable de Qp
suivant la proce´dure de´crite dans la proposition 5.9.
En utilisant un argument de restriction du corps de base a` la Weil, comme
dans l’exemple 5.6 (b), sur tout corps Qp(x), avec p 6= 2, on peut donner
des exemples de tores et de groupes semi-simples ayant un espace principal
homoge`ne qui a des points dans tous les hense´lise´s de Qp(x) par rapport aux
valuations discre`tes, mais qui n’a pas de point sur Qp(x).
5.4. Traduction des exemples a` la Harbater–Hartmann–Krashen.
— Soient R un anneau de valuation discre`te complet, k son corps re´siduel et
F son corps des fractions. Soit K le corps des fonctions d’une courbe projec-
tive, lisse, ge´ome´triquement inte`gre sur F . Soit X un sche´ma re´gulier inte`gre
de dimension 2, propre et plat sur Spec(R), de corps des fonctions K. Soit X0
la fibre spe´ciale re´duite de X et soit P un ensemble fini de points ferme´s de X0
qui contient tous les points singuliers deX0. Soit U l’ensemble des composantes
connexes de X0 \P. Pour tout point P de X , notons KP le corps des fractions
du comple´te´ de l’anneau local de X en P . Soit t ∈ R une uniformisante.
Pour U ∈ U , notons RU le sous-anneau deK forme´ des fonctions rationnelles
sur X qui sont re´gulie`res aux points de U . Soit KU le corps des fractions de
la comple´tion t-adique de RU .
Soit G un groupe alge´brique line´aire lisse sur K. On note
XP(X , G) = ker[H1(K,G) →
∏
ζ∈P∪U
H1(Kζ , G)]
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et
X0(X , G) = ker[H1(K,G) →
∏
P∈X0
H1(KP , G)].
Dans cette dernie`re de´finition, P parcourt tous les points de la fibre spe´ciale,
y compris les points ge´ne´riques des composantes.
Harbater, Hartmann et Krashen [17, Thm. 3.7] ont montre´ que si G est
connexe et K-rationnel, alorsXP (X , G) = 1. Dans [18, Cor. 5.9], ils montrent
que pour tout groupe alge´brique line´aire G surK,X0(X , G) = ∪PXP (X , G),
ou` P parcourt tous les ensembles finis de points ferme´s de X contenant tous
les points singuliers de X0.
Ils montrent e´galement [18, Prop. 8.4] que l’on a une suite exacte d’en-
sembles pointe´s
1→X0(X , G)→X(K,G) →
∏
P∈X0,0
H1(KP , G).
Ici X0,0 est l’ensemble des points ferme´s de X0, et
X(K,G) = Ker[H1(K,G)→
∏
v∈Ω
H1(Kv, G)].
Proposition 5.11. — Il existe un anneau de valuation discre`te complet R
de corps re´siduel k se´parablement clos de caracte´ristique diffe´rente de 2, de
corps des fractions F , un R-sche´ma re´gulier inte`gre, propre et plat sur Spec R
de fibre ge´ne´rique une F -courbe projective, lisse ge´ome´triquement inte`gre, de
corps des fonctions K, et un K-groupe connexe lisse G, non K-rationnel, et
un ensemble P de points ferme´s comme ci-dessus tels qu’aucun des ensembles
X0(X , G), XP(X , G) et X(K,G) ne soit re´duit a` un e´le´ment.
De´monstration. — En utilisant la proposition 5.2, le corollaire 5.3 et les
exemples 5.6, on trouve un K-groupe G et un e´le´ment non trivial dans
X(K,G) dont l’image dans chaque H1(KP , G) pour P point ferme´ de X est
triviale (voir le point (ii) de la proposition 5.2). L’e´nonce´ re´sulte alors des
rappels ci-dessus. 
6. Une descente
Soit k un corps se´parablement clos de caracte´ristique diffe´rente de 2. Soit R
une k-alge`bre locale inte`gre, excellente, hense´lienne, de corps re´siduel k. Soit
X un sche´ma re´gulier inte`gre de dimension 2 e´quipe´ d’un morphisme projectif
p : X → Spec R. On suppose que l’on est dans l’une des situations suivantes :
(a) L’anneau R est un anneau de valuation discre`te, les fibres de p sont de
dimension 1, la fibre ge´ne´rique est lisse et ge´ome´triquement inte`gre.
(b) L’anneau R est de dimension 2, et p est birationnel.
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Soit K le corps des fonctions rationnelles de X . Soient a, b, c ∈ K×. Soit E
la K-varie´te´ de´finie par l’e´quation
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c.
On suppose que le support de la re´union des diviseurs de a et b et c sur X
est a` croisements normaux stricts.
The´ore`me 6.1. — Soit A = (X21 − aY 21 , b) ∈ Br E. S’il existe une famille
de points locaux Pγ ∈ E(Kγ) pour γ ∈ X (1) et Kγ le hense´lise´ de K en γ telle
que la famille ∂γ(A(Pγ)) pour les γ ∈ X (1) soit dans le noyau de
⊕γ∈X (1)H1(κ(γ),Z/2) → ⊕M∈X (2)Z/2,
alors E(K) 6= ∅.
De´monstration. — Si l’un de a, b, ab est un carre´ dans K, alors E(K) 6= ∅.
Supposons donc qu’aucun de a, b, ab n’est un carre´ dans K. Soit L = K(
√
b).
Par un re´sultat d’Abhyankar [1, Theorem 8, p. 77], quitte a` remplacer X par
un e´clate´, on peut supposer que la cloˆture inte´grale de X dans L est un sche´ma
re´gulier. D’apre`s la proposition 4.8, l’hypothe`se d’existence d’une famille {Pγ}
comme dans l’e´nonce´ est pre´serve´e par tout e´clatement.
Comme R est une k-alge`bre, ce qui garantit la validite´ de la conjecture de
Gersten pour X , et comme le corps k est se´parablement clos, la proposition 2.1
e´tablit l’existence de α ∈ 2Br (K) tel que pour tout γ ∈ X (1), on ait
∂γ(α) = ∂γ(A(Pγ)) ∈ H1(κ(γ),Z/2),
et donc, puisque Br κ(γ) = 0,
α = A(Pγ) ∈ Br Kγ .
Montrons que la classe α ∈ Br K s’annule dans Br L. Soit Z la cloˆture
inte´grale de X dans L, qui est donc un sche´ma re´gulier, fini et plat sur X .
Soit ζ ∈ Z(1). Son image γ ∈ X est aussi de codimension 1. La restriction
de la valuation discre`te vζ de L a` K est la valuation discre`te vγ . Puisque
α = A(Pγ) ∈ Br Kγ et A = (X21 − aY 21 , b), on a α ⊗ Lζ = 0 ∈ Br Lζ .
Ceci vaut pour tout point ζ de codimension 1 sur la surface re´gulie`re Z,
laquelle est propre sur un anneau local, normal, hense´lien, extension finie de
R, de corps re´siduel se´parablement clos de caracte´ristique diffe´rente de 2. La
proposition 2.1 applique´e a` Z donne alors α⊗K L = 0 ∈ Br L.
Ceci implique que α ∈ Br K est la classe d’une alge`bre de quaternions (ρ, b)
avec ρ ∈ K×. Pour tout γ ∈ X (1), on a
A(Pγ) = (ρ, b) ∈ Br Kγ .
Par e´clatements successifs on trouve un morphisme projectif birationnel
Y → X tel que sur Y la re´union des supports des diviseurs de a, b, c et ρ et
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aussi de la fibre spe´ciale forment un diviseur a` croisements normaux dont deux
composantes irre´ductibles se coupent au plus en un point.
D’apre`s la proposition 4.8, on peut trouver sur un tel Y des points Pγ
comple´tant ceux qui viennent de X et tels que la nouvelle famille ∂γ(A(Pγ))
soit dans l’homologie du complexe de Bloch-Ogus de Y. La proposition 2.10
applique´e a` Y assure l’existence de β ∈ Br K d’image la famille des ∂γ(A(Pγ)).
La fonctorialite´ covariante du complexe de Bloch-Ogus (Proposition 2.1)
donne un diagramme commutatif de suites exactes
0 // 2Br K

//
⊕
γ∈Y(1) H
1(κ(γ),Z/2)

0 // 2Br K //
⊕
γ∈X (1) H
1(κ(γ),Z/2)
ou` les fle`ches verticales de droite sont des fle`ches d’oubli et la fle`che verticale
de gauche est l’identite´, et la commutativite´ de ce diagramme assure β = α ∈
Br K.
Pour tout γ de codimension 1 sur Y, on a donc
(A(Pγ)) = (ρ, b) ∈ Br Kγ .
Notons f = X21 − aY 21 ∈ K(E)×. On a donc
(f(Pγ), b) = (ρ, b) ∈ Br Kγ .
On peut donc re´soudre l’e´quation
f(Pγ) = ρ(U
2 − bV 2) 6= 0
sur Kγ .
On trouve donc que la K-varie´te´ W de´finie par
X21 − aY 21 = ρ(U2 − bV 2) 6= 0
et
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 ) = c(X23 − abY 23 ) 6= 0,
a des solutions dans tous les Kγ pour tout γ de codimension 1 sur Y.
La K-varie´te´ W est un torseur sur la K-varie´te´ E sous le K-tore
R1
K(
√
b)/K
Gm, le morphisme structural e´tant donne´ par l’oubli de la premie`re
e´quation.
Apre`s changement de variables,
(U +
√
bV )(X2 +
√
bY2) = X4 +
√
bY4
la K-varie´te´ W est de´finie par le syste`me
X21 − aY 21 = ρ(U2 − bV 2) 6= 0
ρ.(X24 − bY 24 ) = c(X23 − abY 23 ) 6= 0.
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Ceci de´finit le produit de deux K-varie´te´s, chacune un coˆne e´pointe´ sur une
quadrique lisse de dimension 2, donne´e par une forme quadratique diagonale
dont les coefficients posse`dent la proprie´te´ : la re´union de leurs supports et
du support de la fibre spe´ciale est un diviseur a` croisements normaux et dont
deux composantes irre´ductibles se coupent en au plus un point.
Montrons que pour toute valuation discre`te v sur K, une telle quadrique
q = 0 admet un point dans le hense´lise´ Kv. Soit Sv ⊂ Kv l’anneau de la
valuation v. Comme k est se´parablement clos, R hense´lien et X → Spec R
projectif, cet anneau est centre´ sur un point x ∈ X . On a donc une inclusion
locale OX ,x ⊂ Sv. Si x est un point de codimension 1 de X , l’e´nonce´ est clair.
Supposons que x est un point de codimension 2. Le corps re´siduel en x est
alors se´parablement clos. Si en x, le quotient de deux des 4 coefficients de
q est une unite´ a` multiplication par un carre´ pre`s, alors dans Kv , c’est un
carre´ et la quadrique q = 0 a un point dans Kv. Si aucun de ces quotients
n’est une unite´ a` multiplication par un carre´ pre`s, l’hypothe`se de croisements
normaux fait que l’on peut supposer que ces 4 coefficients sont (π, δ, uπδ, v)
avec u, v des unite´s en x et (π, δ) des ge´ne´rateurs de l’ide´al maximal. Mais la
forme quadratique diagonale < π, δ, uπδ, v > n’a pas de ze´ro non trivial dans
le hense´lise´ Kπ, car la classe de δ dans le corps des fonctions de OX ,x/π n’est
pas un carre´. Ce cas est donc exclu. Ainsi q = 0 admet des points dans tous
les hense´lise´s Kv.
Dans le cas (b) (cas ≪ local ≫), le the´ore`me [11, Thm. 3.1] sur les formes
quadratiques de rang 3 ou 4 garantit l’existence d’un K-point sur q = 0.
Appliquant ceci a` chacune des deux quadriques, on obtient W (K) 6= ∅ et donc
E(K) 6= ∅.
Plac¸ons-nous dans le cas (a) (cas ≪ semi-global ≫). Une forme quadratique
q =< 1, a, b, abc > de rang 4 a un ze´ro non trivial sur un corpsK si et seulement
si la forme quadratique ternaire < 1, a, b > a un ze´ro non trivial sur le corps
K1 = K(
√
c). Dans la situation ici e´tudie´e, il existe un anneau de valuation
discre`te hense´lien R1 a` corps re´siduel se´parablement clos et un sche´ma re´gulier
X1 projectif et plat sur Spec R1, a` fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement connexe
et lisse, dont le corps des fonctions est K1. La forme quadratique < 1, a, b > a
des points dans tous les hense´lise´s K1w. Ainsi l’alge`bre de quaternions (a, b) ∈
Br K1 est en particulier triviale dans tous les Br K1y pour y parcourant les
points de codimension 1 de X1. Sa classe est donc dans Br X1, et ce groupe
est nul ([11, Cor. 1.10], Prop. 2.1 ci-dessus). Ainsi < 1, a, b > est isotrope sur
K1, et donc q l’est sur K. On conclut comme ci-dessus W (K) 6= ∅ et donc
E(K) 6= ∅. 
Corollaire 6.2. — Si la fibre spe´ciale re´duite est un arbre, et si E(Kγ) 6= ∅
pour tout γ ∈ X (1), alors E(K) 6= ∅.
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De´monstration. — Soit S l’ensemble fini des points ferme´s de X ou` aucun des
a, b ou ab n’est le produit d’une unite´ par un carre´ dans K. A` chaque tel point
x sont attache´es deux courbes lisses inte`gres, celles qui sont dans les supports
de la re´union du diviseur de a et de b et passent par x, de´finies localement en x
par les π, δ du paragraphe 4.3. Soit T l’ensemble de ces courbes. Ces courbes
sont deux a` deux transverses. Comme R est hense´lien, si une courbe de T
n’est pas une composante de la fibre spe´ciale, elle rencontre la fibre spe´ciale en
exactement un point. De l’hypothe`se que la fibre spe´ciale est un arbre et des
observations ci-dessus re´sulte que le graphe dont les sommets sont les courbes
de T et les areˆtes les intersections de deux telles courbes lorsqu’elles sont dans
S est un arbre.
Sur chaque composante connexe de cet arbre, partant d’un point γ quel-
conque et d’un point Pγ de E(Kγ), on peut d’apre`s la proposition 4.7 choisir les
points Mδ sur tout sommet voisin δ de fac¸on a` ce que l’on ait en l’intersection
M de γ et δ la formule
∂M (∂γ(Pγ)) + ∂M (∂δ(Mδ)) = 0.
On continue de proche en proche, ce qui est possible car le graphe de´fini sur
T est un arbre. Pour les courbes γ qui n’appartiennent pas a` T , on choisit un
point Pγ ∈ E(Kγ) quelconque.
Les calculs du paragraphe 4.3 montrent alors que la famille {∂γ(A(Pγ))}
pour γ parcourant les points de codimension 1 de X est dans l’homologie du
complexe de Bloch-Ogus.
On conclut alors en utilisant le the´ore`me 6.1. 
Exemples 6.3. — Dans la situation ≪ locale ≫, l’hypothe`se que la fibre
spe´ciale forme un arbre est satisfaite si la singularite´ de R est rationnelle.
C’est le cas par exemple si R est re´gulier, par exemple si R = C[[X,Y ]].
Dans la situation ≪ semi-globale ≫, l’hypothe`se que la fibre spe´ciale forme
un arbre est satisfaite si la fibre ge´ne´rique est la droite projective sur le corps
des fractions de R. Elle est aussi satisfaite si la fibre ge´ne´rique de X/R est une
courbe elliptique dont le mode`le de Kodaira-Ne´ron sur R (cf. [34]) n’a pas de
lacet, ce qui exclut les types In, n ≥ 1.
Corollaire 6.4. — Supposons qu’en tout point γ ∈ X (1) l’un de a, b ou ab
est un carre´ dans Kγ . Alors E(K) 6= ∅.
De´monstration. — L’hypothe`se implique clairement que l’on a E(Kγ) 6= ∅
pour tout γ ∈ X (1). D’apre`s la proposition 4.6, l’hypothe`se implique aussi
que pour toute famille {Pγ ∈ E(Kγ)}γ∈X (1) la famille {∂γ(A(Pγ))} est dans le
noyau de
⊕γ∈X (1)H1(κ(γ),Z/2) → ⊕M∈X (2)Z/2.
On conclut alors en utilisant le the´ore`me 6.1. 
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Remarque 6.5. — Soit K un corps de nombres, a, b, c ∈ K×, puis E la K-
varie´te´ de´finie par
(X21 − aY 21 )(X22 − bY 22 )(X23 − abY 23 ) = c.
et Z une K-compactification lisse de E. En utilisant la suite exacte
0→ Br K →
⊕
v∈ΩK
Br Kv → Q/Z→ 0
de la the´orie du corps de classes, la de´monstration ci-dessus, fortement sim-
plifie´e car on est en dimension 1, montre, via une descente, que l’obstruc-
tion de Brauer-Manin au principe de Hasse pour Z est la seule obstruction a`
l’existence d’un point rationnel. C’est un cas particulier d’un the´ore`me sur les
espaces principaux homoge`nes de K-tores [32, Cor. 8.7]. Ceci nous ame`ne a`
poser la question :
Le the´ore`me 6.1 est-il un cas particulier d’un the´ore`me ge´ne´ral sur les es-
paces principaux homoge`nes de tores ?
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